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S//1'  la  inuhiplication  complexe  dans  les  fonctions  elliptiques 
et,  en  particulier,  sur  la  multiplication  par  ^ —  2'^  ; 

Par  m.   G.-H.  HALPHEN. 


REAMBULE. 


Une  des  belles  découvertes  d'Abel,  loul  juste  indiquée  dans  ses 
Œuvres,  la  nmlliplicalion  complexe  des  fonctions  elliptiques,  a  été, 
avec  éclat,  tirée  de  l'oubli  par  M.  Kroneckcr  et  par  M.  Hermite.  Dès 
le  premier  travail  publié  sur  ce  sujet  par  M.  Kronecker  (Mona/slte- 
richte,  1857),  on  voit  apparaître,  entre  cette  théorie  et  celle  des 
formes  arithmétiques,  des  liens  si  étroits  que  l'admirable  création  de 
Gauss  semble  imaginée  tout  exprès.  Cette  liaison  ne  se  montre  pas 
moins  dans  le  Mémoire  composé  pai'  M.  Hermite  à  la  même  époque 
(Comptes  rendus  de  iSSg).  La  multiplication  complexe  n'y  est  pas  le 
but  :  c'est  le  moyen  que  M.  Hermite  emploie  pour  trouver,  dans  les 
transformations  du  septième  et  du  onzième  ordre,  la  rcduile  de  (!;d- 
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lois,  (l'csl  dans  ce  Mémoire  cependant,  si  riche  en  résultats  iionveaux. 
(|u"()ii  voil,  après  les  exemples  élémentaires,  la  première  collection  de 
Conclions  à  multiplication  complexe,  calculées  numériquement  avec 
une  élégance  extrême.  A  la  même  époque,  le  II.  P.  Joubert  (Comptes 
rendus  de  1860)  et  M.  Kronecker  {Monatsberichte  de  1862),  dont  les 
travaux,  sur  ce  sujet,  n'ont  cessé  de  se  poursuivre,  ont  donné  aussi 
jjeaucoup  d'autres  exemples.  Enfin,  dans  ces  deux  dernières  années,  la 
multiplication  complexe  a  été  l'objet  de  Mémoires  importants,  dus  à 
IM.  ^\.m\rl {Quarterly  Journal,  XX),  M.  Sylow  (ce  Journal,  1887), 
!M.  Weber  (Acla  nialheniatica),  M.  Pyck  (Math.  Annalen)  et  enfin 
M.  (ireenhill  (Pi-oc.  of  London  Math.  Soc,  1888).  Je  n'ai  pointa 
analyser  ici  ces  Mémoires  pleins  d'intérêt  au  point  de  vue,  soit  de  la 
théorie  générale,  soit  des  résultats  numériques.  Sous  ce  dernier  point 
de  vue,  le  Mémoire  de  M.  Grcenhill,  tout  récent,  résume  et  dépasse  les 
travaux  antérieurs. 

Pour  la  recherche  eflective  des  fonctions  à  multiplication  complexe, 
sauf  en  quelques  cas,  comme  la  multiplication  par  y^—  7  ou  par  y/ — 15 
(Hermite,  Equations  modulaires,  p.  55),  on  a  employé,  juscju'à  pré- 
sent, des  moyens  détournés,  cpioique  d'nn  grand  intérêt  :  tantôt  on 
utilise  les  équations  modulaires  déjà  connues,  tantôt  on  calcule,  à  l'aide 
des  séries  de  Jacobi,  les  coefficients  d'une  équation  résolvante.  Ce  dernier 
moyen,  extrêmement  curieux  cependant,  est  bien  étranger  à  l'Algèbre 
el  surtout  exige  des  opérations  bien  laborieuses.  Le  premier  moyen 
conduit,  en  général,  à  des  équations  qu'il  faut  décomposer  en  plusieurs 
aulres  (')  ou  bien  qui  ne  donnent  pas  aisément,  sous  leur  forme  défi- 
nitive, toutes  les  inconnues. 

D'ailleurs,  f^uoique  l'on  veuille  penser  de  ces  critiques,  il  était  inté- 
ressant de  chercher  des  moyens  directs.  Je  me  propose,  dans  le  Mé- 

(')  La  cause  de  cette  décomposition  sera  expliquée  ici  parmi  les  Principes 
généraux.  Il  y  a  plusieurs  exemples,  dignes  de  remarque,  où  cette  décomposi- 
tion est  évitée  par  l'emploi  d'équations  modulaires  irrationnelles;  on  le  verra 
dans  le  Mémoire  de  M.  Greenliill.  Mais  c'est  là  un  accident  heureux,  qui  se  pro- 
duit seulement  en  des  cas  dont  le  nombre  est  très  limité.  Pour  obtenir  une  équa- 
tion sans  facteurs  étrangers,  M.  Kronecker  a  indiqué  une  méthode  générale, 
fondée  sur  l'emploi  simultané  de  l'équation  modulaire  et  de  Yéqualion  au  mul- 
tiplicateur. 
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moire  actuel,  de  montrer,  sur  un  exemple,  l'emploi  d'un  tel  moyen, 
si  direct  et  si  simple,  en  théorie  du  moins,  cju'il  suffira,  pour  me  suivre 
juscju'au  bout,  de  posséder  les  premiers  éléments  des  fonctions  ellij)- 
tiques.  Afin  de  faciliter  cette  tâche,  j'ai  placé  au  début  un  exposé  ra- 
pide des  principes  généraux  de  la  multiplication  complexe,  ressemblant 
beaucoup  à  celui  qu'a  déjà  fait  M.  Sylow. 

L'exemple  choisi  est  celui  de  la  multiplication  par  \J —  2'3.  Il  existe 
six  fonctions  admettant  cette  multijjlication.  Pour  le  nombre  liS,  comme 
pour  tous  ceux  qui  sont  delà  forme  8«  —  i,  ce  cju'ona  obtenu,  jusqu'à 
présent,  ne  suffit  point.  Dans  son  beau  travail  de  1860,  le  H.  P.  .lou- 
bert,  parmi  beaucoup  d'autres  résultats,  a  donné  explicitement  i1(Miv 
équations,  du  troisième  degré,  dont  chaque  racine  est  égale,  pour  l'une 
des  six  fonctions,  au  produit  du  module  par  son  complémentaire.  Il 
resterait  à  trouver  effectivement  les  modules  qui  doivent  eonlenir 
seulement  une  seule  irrationnelle,  outre  y' —  23.  Cette  circonstance  in- 
dique suffisamment  fjue  l'on  n'a  pas  choisi  l'inconnue  la  mieux  ap[)r()- 
priée.  La  même  observation  s'applique  à  l'équation,  d'ailleurs  1res 
élégante,  donnée  pour  le  même  objet  par  M.  Grecnhill.  (.)n  pourrait 
d'abord  être  surpris  de  me  voir  exiger  le  module  lui-même,  <piand  on 
sait  fort  bien  que  le  produit  du  module  et  de  son  complément  définit 
explicitement  les  invariants.  Il  est  vrai  que  le  résultat  obtenu  par  le 
R.  P.  Joubert  suffit  à  définir  ces  invariants;  mais  il  ne  suffit  poiiil 
pour  faire  connaître,  sans  nouvelle  irrationnelle,  la  formule  même  de 
multiplication. 

Au  point  de  vue  des  résultats,  c'est  donc  un  complément  (jue  j'ap- 
porte à  ce  cjui  était  acquis.  Mais  c'est  surtout  par  la  méthode  employée 
que  ce  travail,  sans  prétention,  mérite  peut-être  un  instant  d'atten- 
tion. 

Principes  généraux. 

Rappelons  tout  d'abord  les  principes. 

Soit  £  une  constante  qu'on  désignera  sous  le  nom  de  inultiplicaleni-. 
Soit  u  un  argument  variable,  soit  encore  v  le  produit  de  11  par  le 
multiplicateur, 
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On  sait  (jue,  si  £  est  un  nombre  entier,  pr  est  une  fonction  ration- 
nelle de  pu.  Le  même  fait  peut-il  se  présenter  pour  craulres  valeurs 
de  £? 

Soient  200  et  2to'  les  périodes.  Comme  pu  ne  change  point  quand 
on  ajoute  ces  périodes  à  Targument  u  et  rpie  tout  autre  changement  de 
rargumenl,  sauf  le  changement  du  signe,  altère  la  fonction  p,  comme 
aussi  pe  doit  avoir  une  seule  valeur  pour  chacjuc  valeur  de  pu,  il  faut 
que  les  produits  de  £  par  20)  et  20)'  soient  eux-mêmes  des  périodes, 
qu'on  ait  donc 

(l)  toi  =■  p(3i  ->r  q(ji' ,  £C0' =  /'OJ  -i- .çw', 

p,  y,  /•,  s-  étant  des  nombres  entiers.  De  là  se  conclut 

(  2)  {/JOJ  +  y  co')co'^(/-co  +  .s-co')cD. 

Mettons  de  côté  le  cas  où  Ton  supposerait 

y   =:  O,  /■  =  O,  /):=/•=  £, 

qui  est  celui  de  la  nudtiplication  ordinaire,  t  étant  alors  un  nombre 
entier.  Pour  tout  autre  cas,  la  relation  (2)  n'est  .pas  identique.  Elle 
exprime  une  condition  entre  les  périodes  :  pour  qu'il  e.riste  une 
mulliplication,  autre  que  la  inulliplication  ordinaire,  il  faut  et  il 
sujjit  que  le  rapport  des  périodes  soit  racine  d'une  équation  du 
second  degré  à  coefficients  entiers.  C'est  une  condition  nécessaire,  on 
vient  de  le  voir;  suffisante  aussi  :  pour  s'en  convaincre,  il  suffit  d'ob- 
server rpie,  £  étant  choisi  conformément  aux  égalités  (i),  concordantes 
d'après  la  relation  (2)  supposée,  pv  n'a  effectivement  cju'une  seule 
valeur  (jiiand  jiwest  donné. 

Il  s'agit  de  trouver  l'expression  de  pr,  en  fonction  àapu.  Cher- 
chons donc  les  pôles  de  cette  fonction,  considérée  comme  dépendant 
de  u. 

Des  égalités  (i  )  et  (2  ),  on  peut  tirer 

oj  510  —  lyto'  lu'  /)oj' —  /■(!) 

(3)  \^~        ^       '        "^~'        ^^       ' 

N  =1  ps  —  qr. 
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Km  consécjucncc,  les  valeurs  de  a  ^  -^  (jiii  rendenl  r  éyal  à  uiic  |>(''- 

riode,  sont  des  rS""""^  jiailies  de  période.  Mais  il  faut  préciser  davan- 
tage. 

On  doit  admettre  cjue  les  cjuatre  nombres  p,  q,  /•,  s  iTaieiil  ancnii 
diviseur  commun.  Eirectivement,  de  ce  cas  particulier,  ou  s'i'lèNc  au 
cas  général  en  multipliant  t  par  un  nombre  entier,  c'est-à-dire  eu  fai- 
sant suivre  la  multiplication  par  t  d'une  multiplication  ordinaire.  (  lellr 
dernière  ferait  disparaître  la  simplicité  cju'on  va  reconnaître  dans  la 
iiiiture  des  pôles  de  pv;  la  simplicité  tient  essentiellemenl  à  cetle  h\  |hi- 
llièse  permise  et  nécessaire  :  p,  q,  r,  s  /l'on/  aucun  diviseur  commun. 

Soient  v  le  plus  grand  commun  diviseur  de  s  et  de  y;  u.  celui  di'  ]>  ei 
de  /-.  Ces  diviseurs  appartiennent  aussi  à  ]\.  On  aura 

q  =  vq,,  .s=  v.s-,  ;  p  =  ix/J, ,  /■  =  ij./-, ,   ■ 

p,.s-,-  q,r,  =  n,         N  =  //jj.v. 

Sont  premiers  entre  eirx  les  nombres  q,  et  s,,  de  même  p,  el  /•,,  et 
aussi  [^  et  v,  suivant  l'hypothèse  qu'on  vieni  de  faire  sur  l'ensenihlc  des 
(juatre  nombres/),  q,  r,  s. 

Comme  y,  et  s,  sont  pi-emiers  entre  eux,  on  peul  trous cr  dfu\ 
entiers  a  et  [i  par  la  condition 

(4)  s,{i  —  q,(/.  =  i. 

Posant  alors 

s,oi  —  q,  Lo'  =  to, ,  aoj  —  [icû'  =  co', , 

on  en  conclura 

to  =  pto  I  —  q^  oj'i ,  co'  ^  aoj  I  —  .s- 1  oj'i , 

p,  co'  —  7-,  M  =  (/j,  a  —  /•,  {i)oi,  -  (p,s,  —  q,r,  )oj',  , 

égalité  que  nous  écrirons  sous  la  forme 

p  I  co'  —  /-,  co  ^  h  co  I  —  /i  co', , 

Joiirn.  de  Math.  ( ',"  série),  lome   V.   —   Fasc.  I,   iSSg.  2 
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Cil  jiosaiil 

(5)  Il  =/^,a  -  rj^. 

Remarquons  immédiatcmenl  que  h  et  n  sont  premiers  entre  eux.  On 

a,  eu  (MTcl, 

//.?,  =  />,  .V,  a  —  /•,  s,  ^  =  /),  .V,  a  -  /•,  (  I  -t-  ^,  a)  =  /;  a  —  y, , 
/"/,  -^Vsfh'J-  ~  '•.'7<?  =/'i(''''i?  -  ')—'■, 'Zip  =  "?  — /'i- 

ToLil  (lixisiHU-  conunuii  à  //  cl  //  diviserait  donc  /■,  cl  /),,  (|ui  soiil 
preniici's  entre  eux. 

Puisque  h  et  //  sont  cfTectivement  premiers  entre  eux,  on  peut  clioisir 
nu  entier  A,  de  Iclli^  sorte  que  h +  \ii  soit  premier  avec  un  iiomhi'c 
donné  quelconque,  par  exemple  v.  Mais,  par  régalité  (4  ).  a  cl  [ii  soiii 
(l<''lrrminés  seulement  à  un  mulli[ile  pi'cs,  respectivement  de  .9,  et 
de  y,.  T/ci;alili'' (  5)  détcrmim^  donc  h  à  un  nuiltiple  près  de 

"  =/',f,  — '•, '7m 

(ju  peut  alors  choisir  ce  nudliplc  de  IcUc  sorte  (pic  A  soil  [)n'iiiicr  avecv. 
Admettons  (pril  en  soit  ainsi. 

Les  deux  nombres  li  et  p.  étant  premiers  avec  v,  ou  peut  déterminer 
d(^s  eiiti(M's  Y  cl  0  par  la  condilion 

VG  —  //  [J-Y  =  r . 
<  '.cci  fait,  on  a 

h  co ,  —  Il  oj'i  -I-  n  V  oto^  =  h  { co ,  -H  ii  iJ.yco  ^  ) 

et,  si  loii  pose 

les  expressions  (  3  )  de  -  et  di3  —  prennent  les  formes  ci-après 

(0  .Çj  10  —  r/i  co'  iO|  <ù 


/(  [1.  Il  ;a  II  [I. 

/(  -/  ni  lit 


yw,> 


ow. 
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Par  conséquent,  en  négligeant  les  multiples  de  la  période  2co', , 


(ti) 


[     2tu 

2co 

2V(Ù 

1  T 



n^ 

— 

N 

3 

j    2to' 

lliSi 

2jJl/i 

eu 

(      e 

=^ 

nw 

= 

N 

— 

Ainsi  —  el  —,  à  des  périodes  près,  sont  des  multiples  d'une  seule 
et  même  quanlé  ^-  Avec  des  entiers  quelconques  a'  el  [i',  en  posant 

on  aura,  de  même, 

,      ,  2  a' (o  H-  2  3' eu'  2««<o 

(7)  ^ -  =  -^' 

c'est-à-dire  un  multiple  de  ~^-  Comme,  d'ailleurs,  v  <•[  [j./i  sont  pre- 
miers entre  eux,  //i  peut  être  un  entier  quelconque.  En  conséqueiice, 
les  valeurs  de  u  qui  rendent  v  égal  à  une  période  sont  représentées 

par  tous  les  multiples  d'une  seule  el  même  quantité  ^,  qui  est  la 
jXjicme  pdi-jj^,  d'une  période. 

Il  est  très  Important  de  se  rappeler  l'hypothèse  :  p,  </,  /•,  .v  sans  di- 
viseur comnmn.  Dans  le  cas  opposé,  en  effet,  la  proposition  serait  en 
défaut.  Au  cas  de  la  multiplication  ordinaire,  par  un  entier  M,  les  va- 
leurs de  ;/,  fjui  rendent  tt  égal  à  une  période,  sont  constituées  par  l'en- 
semble de  toutes  les  JM"^""^*  parties  de  période,  et  ces  dernières  ne  sont 
pas  les  multiples  d'une  seule  el  même  quantité.  Si  donc  on  multiplie  z 
[lar  un  entier  M,  la  proposition  précédente  disparait  à  l'égard  du  pro- 
duit Me.  Elle  constitue  ainsi  une  propriété  caractéristique  de  la  muUi- 
plicalion  singulière,  réduite  à  ses  éléments  esentiels. 

Connaissant  les  pôles  àepv,  fonction  de  w,  il  est  aisé  de  trouver 
l'expression  de  pv,  décomposée  en  éléments  simjiles.  Soit  elfective- 
ment 


2  m  w 
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d'après  l'cgalilo  (7),  il  vient 

l'  =  tu  =  2a'co  -H  2[i'co'+  zu'^E^iu'. 

D'ault'c  part,  pr  d(''vcloj)p(''  siiivanl  les  puissances  ascondanles  de  c 
fournit,  à  la  partie  tVaclionuaire,  le  seul  terme  —,■  Suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  it',  on  a  donc  le  seul  terme  -^—r,-  De  là  vient,  dans 
la  formule  de  décomposition,  le  seul  terme 

Si  Ton  observe  ensuite  (jue  pr  est  une  fonction  paire  de  //,  on  trouve 
immédiatement  le  terme  constant,  c[ui  restait  à  déterminer  dans  la  for- 
mule de  d(''composition,  et  Fou  a  enfin 

«!  =  M  —  1 

rs)         z-pv  =  pu-h  2,    py'-  -N~)-P-jry 


m  =  1 


Le  rapport  des  périodes  est  supposé  racine  d'une  équation  du  second 
degré,  à  coeftîcients  entiers;  soit 

("(-))  ato'-  -+-  ibbiut'  +  cw^  =  0    ■ 

cette  é(piation,  où  a,  A,  c  sont  des  nombres  entiers,  n'ayant  aucun  divi- 
seur connnun.  l^e  premier  mcml)re  constitue  ce  cpi'on  nomme,  dans  la 
théorie  de  Gauss,  une  forme  priini/ive;  la  ([ualification  de  primitive 
exprime  cjue  o,  b,  c  n'ont  point  de  diviseur  commun. 

Dans  rorfZ/Y'/j/v'm//// (c'est-à-dire  dans  Tensemble  des  formes  pri- 
mitives), on  d'ialuv^nQYoï'dre  propj-ement  primitif  et  Vordre  impro- 
prement primitif.  Le  premier  est  celui  où  a  et  c  ne  sont  pas,  tous 
deux,  pairs;  le  second  est,  au  contraire,  celui  où  a  et  c  sont  pairs,  (^etti' 
distinction,  née  de  l'Arithmétique,  est  encore  fondamentale  ici,  coninn; 
on  va  le  voir  immédiatement. 

Le  rapport  des  périodes  est  essentiellement  imaginaire.  Ainsi  l'c^jua- 


est 
Il  r(''- 
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lion  (9)  a  SCS  racines  imaginaires;  en  d'antres  termes,  le  noiiihii'  1), 
qni  est  son  déterminant  changé  de  signe, 

(lo)  D  =  ac  —  b'-^o, 

est  essentiellement  positif.  La  forme  (a,  b,  c),  c'est  ainsi  qn'on  rcpi-é- 
sente  abrévialivemenl  le  premier  membre  (9),  est  donc  une  /'orinc  (l('-- 
/frt?V,  nom  cjue  Ton  donne  aux  formes  dont  le  signe  est  invariable  quand 
la  variable  est  réelle.  On  pourra  admettre  que  a  et  r,  dont  le  signe 
le  même  pour  tous  deux,  sont  positifs.  La  forme  {a,  b,  c)  est,  c 
sumé,  uxid foi-mc priinilive  et  posilnc. 

Enfin,  pour  fixer  les  idées,  nous  définirons  le  rapport  lo'  :  co  coiiiiiic 
étant  égal  à  la  racine  dans  lacpielle  la  partie  imaginaire  est  positive, 
c'est-à-dire  que  le  coefficient  de  i  est  supposé  positif.  Par  consé(|iiciil, 

(il)  = -, —  =«vJJ, 

et  \/D  est  pris  positivement. 

L'éc[ualion  (9)  peut  être  mise,  de  diverses  manières,  sous  la  foiiiic 
(2).  Il  y  a  donc  diverses  multiplications  singulières  pour  la  mêiiic 
fonction  elliptique  :  parmi  ces  multiplications,  il  faut  en  choisir  une, 
la  plus  simple,  suffisante  pour  caractériser  la  singularité. 

Par  comparaison  avec  l'égalité  (2  ),  on  posera 

[  q  =  Aa,  —  /•  =  Le,         p  =  Idi  -t-  A', 

(12), 

!.  .f  =  —  kb  -I-  A  ,  j)  —  s  ^  1  kb. 

Les  trois  nombres  a,  A,  c  n'ont  point  de  diviseur  commun;  il  en  va 
donc  de  même  des  trois  nombres  «,  ib,  c  dans  le  cas  de  l'ordre  pri- 
mitif. Alors  A"  est  nécessairement  un  nomljre  entier,  et  A'  aussi  par 
conséquent.  Au  contraire,  pour  l'ordre  improprement  primitif,  «,  2b 
et  c  ont  le  diviseur  2.  On  peut  donc  prendre,  pour  A,  la  nioilié  d'uii 
nombre  entier;  comme,  d'ailleurs,  b  est  impair  (sans  (pioi  c/,  b,  <■ 
auraient  le  facteur  2),  2A'  sera  aussi  un  nombre  enlier,  de  même  parih' 
que  2A-. 


I  '[  G. -II.     IIAI.riIKN. 

:\()iis  a\  oiis  niiiiiilriiaiil ,  suivaiil  (  i  2  )  cl  (  i  o  ), 

(  I  ■)  )  \  =  ps  —  q/-  =  /,'-  +  h-  Y). 

liC  iiiliiiiiuiiii  (II'  iN,  pour  Tordre  propr-riiioiil  priiiiilif,  est  donc 
iN  =  ]),  rrpoiidanL  à  A'^  o,  A  =; dz  1 .  Pour  Tordre  inipropremenl  pri- 

Miilif,  c'est  N  —  !  (I-)  +  1),  répondant  à  ±  A'  =  ±  k  =  ^ 
I/expi'es'^idn  (  I  )  du  nndlijilirateur  £,  snivani  (11),  devient 

(  1  '1  )  t=  -' '—  =  — +  A  =  A-  -I-  ik  V  I). 

( '.e  niullipTualeur  est  toujours  iuiagiiiaire,  et  c'est  là  Torigine  de  la 
locution  :  tiiultipliraliun  co/np/e.rc. 

Adoptons  naturi'Uenient,  comnu'  la  plus  simple,  la  multiplication 
où  N  est  niininunn;  fixons,  d'ailleurs  arbitrairement,  les  signes  de  A-  et 
de  A',  <'t  concluons  ainsi  : 

Dans  l'ordre  proprciucnt  primitif  (c'cst-à-dir(;  l'un  des  deux 
noml)res  a  et  <■  ('laul  impair  ),  le  ninllipliralfui-  le  plus  simple  i  ri  le 
ile^i-é  N  sont 

(i";)  î  =  ''n/D,  >i=T): 

(1(1  IIS  Viirilre  inipropremeiit  primi/if  ( ccsI-a-lVwc  si  a  et  c  sont  pairs, 
lous  deux),  le  iimllipliraleur  le  j)l/is  simple  s  e/  le  degré  N  sont 

Pour  un  même  déterminant  D,  multiple  de  4  moins  i,  le  degré  le 
plus  ]ielit  correspond  à  Tordre  improprement  primitif,  qui  offre,  par 
(•onsé(|uenl,  des  calculs  directs  beaucoup  plus  simples.  Comme  on  le 
verra  ]iar  Ti'xemple  tpie  nous  allons  calculer,  on  peut  ensuite,  pai'  des 
o|)(''ialious  indiiecles,  passer  à  Tordre  ]ii'oprenicnl  pi'inillif. 


Diverses   mktiiodes   de   recherche. 

Jns(pTà  préseul,  les  ronclioiis  elliplicpies  à  nudliplicalion  compliîxe, 
M!  /'(i/ir/ions  s/ng/ilnj/'cs,  ont  éli''  cai'ach'risées  par  la  condition  (9), 
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relative  aux  périodes.  Le  prohlèiiu' V(''rital)le  esl  de  Iroincr  Iriir.s  mo- 
dules, suivant  Fancicii  langage,  ou  leurs  mra/7"a//7.s',  suivaiil  le  laiii;ap' 
actuel.  Pour  résoudre  ce  problème,  la  voie  naturelle  cstdi'  l'aire  dispa- 
raître les  variables  a,  v  de  l'égalité  (8),  de  façon  à  obtenir  une  r(dation 
entre  des  constantes,  exprimables  en  foiiclion  des  iiivarianis.  (  )n  peiii 
obtenir  une  infinité  de  telles  relations. 

Développons  les  deux  niend)res  (8)  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  «,  égalons  terme  à  ternie  les  coefficients  el  nous  anrons  les 
relations  dont  il  s'agit.  Pour  ce  bul,  on  invo(]aei-a  le  d(''veloppenienl 

,p  M  =   —   -i-  —  U-  -4-   -^  ;/  '  + 

Se  souvenant  que  Ton  a  c  =  tu,  on  conclut 


■28 


I     '    /    i  \  '  V     //  '""il" 

/Il  \  '  V^         u  -  "'  ^ 


Il  suffit,  l)ien  entendu,  de  |)rendre  la  première  de  C(\s  éipiations.  l-]n 
exprimant  que  les  arguments  des  diverses  fonctions  j)",  dans  le  second 
membre,  sont  les  multiples  d'un  même  argument,  que  ce  dei'nierest  la 
>^Ruie  paptic  d'une  période,  on  obtiendra,  entre  les  invariants,  une 
équation  algébricjue,  propre  à  résoudre  le  problème. 

On  peut  procéder  autrement  :  j)rendre  les  deux  équations,  exprimer 
les  fonctions  j)"  el  p"  au  moyen  de  la  seule  fonction  p,  suivant  les  for- 
mules 

p"=i2(iojr'-f-,p— -,;, 

employer  la  multiplication  ordinaire  pour  réduire  ces  fonctions  p  an 
seul  argument  ^  et,  sans  avoir  à  exprimer  que  cet  argument  est  ime 

fSjieme  par[ig  Jg  période,  éliminer  cette  unique  quantité  p^  entre  ie»^ 
deux  équations. 


l()  G. -H.     HM.I'IIE.N. 

Il  V  a  d'aulrcs  moyens  encore.  Dans  le  cas,  nolaminenl,  où  N  est  un 
nom])re  pair,  enniellanl,  an  lieu  de  ii,  dansTégalilé  (8),  une  des  Irois 
demi-périodes,  on  oblienl  une  relation  fort  utile,  comme  je  ferai  dans 
l'exemple  que  je  me  propose  de  traiter  ici. 

Voici  le  fait  qui  attire  d'abord  Tattention.  Dans  régalilé  (8  )  et  celles 
(pii  s'en  déduisent,  les  seules  données  qui  apparaissent  sont  i  et  N, 
c'est-à-dire,  conformément  aux  expressions  (i5)  ou  (iG),  le  détermi- 
nant D  et  la  distinction  entre  les  deux  ordres,  proprement  ou  impro- 
jjrement  piimilifs.  Aucun  autre  élr-ment  de  l'équation  (9),  c'est-à-dire 
de  la  forme  (a,  b,  c)  ne  laisse  de  trace  dans  le  calcul.  Par  conséquent, 
la  totalité  des  formes,  de  dc'tei'niinanl  D,  tlonnc;  en  tout  deux  équa- 
tions, Ijien  dislincles  enire  elles.  Tune  ])our  Tordre  pro])i'ement  primitif, 
l'autre  pour  l'ordre  improprement  primitif  (((uand  D  est  multiple  de 
'1,  moins  un). 

Pour  un  cliHcrniinant  donné,  il  y  a  une  iuiluité  di-  foriues  (c/,  />,  r). 
11  n'y  a  cependant  ipi'un  nomljre  limité  de  fonctions  singulières,  ré- 
pondant à  ces  formes,  puisque  ces  fonctions  sont  déliniespar  une  équa- 
tion algébrique.  Une  infinité  de  formes  répondent  donc  à  une  même 
fonction.  Ceci  tient  simplement  à  ce  que  les  périodes  2co,  ato'ne  sont 
pas  entièrement  déterminées.  On  peut,  en  effet,  au  moyen  d'une  sub- 
stitution linéaire,  de  déterminant  iiitilf',  changer  ces  périodes  en 
d'autres,  (jui  leur  soient  équivalentes. 

Soient  2(1)'  et  2w  deux  autres  périodes  : 

(18)  ù'^  aco' -h  [3co,  cô  =:  ^w'-l-  oto. 

Pour  que  le  couple  (2w',  2cô)  puisse  remplacer  le  couple  (2C0',  aco), 
il  faut  que  toute  péiiode  s'exprime  par  une  fonction  linéaire  de  2ù'  et 
2w,  à  coefllcients  entiers;  ceci  exige  ao  —  py  =  ±  ; .  De  plus,  pour 
préciser  le  rapport  w'  :  œ,  nous  avons  été  conduits  à  fixer  le  signe  de  la 
partie  imaginaire  dans  ce  rapport.  Pour  que  ce  signe  se  conserve  dans 
w'  :  cô,  il  faut  que  l'on  ail  ao  —  py  =-1-  i ,  comme  on  le  reconnaît  par  un 
calcul  classi(pie. 

La  substitution  (  18)  fait  apparaître  ù'  :  ôj  comme  racine  d'une  nou- 
velle équation,  analogue  à  l'équation  (9).  Le  premier  membre  de  cette 
nou\elle  ('(piation  n'est  autre  (pie  le  premier  membre  tic  la  précé- 
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dente  (9),  transformé  par  nne  substitution  linéaire,  à  coeCliiienls 
entiers,  de  déterminant  égal  à  +  i. 

Dans  la  théorie  de  Gauss,  toutes  les  formes  (a,  b,  c),  déduites  dune 
seule  et  même  forme  par  de  telles  substitutions,  forment  une  classe  et 
elles  sont  dites  équivalentes.  Cette  équivalence  trouve  ici  son  applica- 
tion naturelle  :  toutes  ces  formes  correspondent  à  une  seule  et  même 
fonction  elliptique.  Le  nombre  total  des  fonctions  sinfi;ulières  qui  cor- 
respondent à  un  même  déterminant  D  est  donc  aussi  celui  des  classes 
de  formes  primitives  (proprement  ou  improprement),  à  déteiininanl 
—  D.  Si  la  théorie  des  nombres  ne  nous  le  faisait  déjà  connaître,  nous 
apprcMidrions  donc  par  les  fonctions  elliplicpies  que  ces  classes  sont  en 
nombre  linii[(''. 

En  restant  dans  les  généralités,  j'ai  encore  un  nu)t  à  diic  sur  la  mé- 
thode de  calcul  que  j'ai  indiquée  tout  à  l'heure,  pour  la  comparer  avec 
la  méthode  classicpui,  la  méthode  d'invention  première,  celle  d'Abel, 
pour  laquelle  on  emploie  les  équations  modulaires. 

Envisageons  des  fonctions  elliptiques  quelconques,  ayant  2co  et  2Cij' 
pour  périodes;  puis  d'autres  fonctions  elliptiques,  ayanl  les  périodes 
2Q,  2O',  liées  aux  précédentes  par  les  relalions 


(iç))  £ii  = />co -t- yco  ,  cii  = /'co 


.vw 


analogues  aux  relations  (i);  p,  y,  /•,  s  sont  encore  des  nombres  enliers 
sans  diviseur  commun,  mais  t  est  une  cjuantité  tout  à  fait  arbilralrc 
Les  éléments  de  la  théorie  de  la  transforniation,  par  les  raisonnements 
mêmes  que  nous  avons  enqiloyés,  montrent  cjue  p{zu)  est  fonction 
rationnelle  de  Pm  (nous  désignons  ici  par  P  la  seconde  fonction  ellip- 
tique, aux  périodes  iQ,,  iQ!).  Celte  fonction  rationnelle  s'exprime,  en 
éléments  simples,  sous  la  forme 


■1      /       \        n  V     fn/  9  m  12',        „3/«l> 

■-p(iu)  =  \^u+    ^      IM"-"P^)-P-^ 


analogue  à  l'égalité  (8). 

Par  le  même  moyen  qui  nous  a  fourni  les  relations  (17),  en  eni- 

Journ.  de  Math.   ('('  série),  lome  V    —   Kasc.  I,  i88y.  ^ 


|8  G. -II.     HALPHEN. 

ployant  des  majuscules  pour  les  invariants  tl(^  P,  on  oblient 


±  {,<■■  a-     _   G    ~)  =  '         "V  p 


imQ. 


En  considérant  les  seconds  membres  comme  des  fonctions  connues 
de  Gj  et  G,,  éliminant  £,  on  oblient  une  relation  entre  les  invariants 
absolus  o'.'  :^!;etG!!  :G!;  (qui  remplacent  les  modules  dans  les  notations 
modernes).  Cette  relation  (mise  sous  forme  entière  relativement  à  G, 
et  G3,  dont  les  seconds  nombres  sont  des  fonctions  algébriques  irra- 
tionnelles) constitue  Xrqunliou  riwdulaii-e  relative  aux  transformations 
d'ordre  N. 

Dans  cette  équation  niodidaire,  supposons  G.,=^  g.;,,  G;,  =  g^.  Nous 
retrouvons  alors,  au  lien  des  relations  (19),  les  relations  initiales  (i),  et 
l'équation  ainsi  obtenue,  cjui  contient  alors  un  seul  module,  ou  plutôt 
un  seul  invariant  aljsolu,  caractérise  des  fonctions  elliptiques  singu- 
lières. Mais  t  a  disparu  ;  la  seule  donnée  rjui  subsiste  est  N.  La  dispari- 
tion de  t  nous  avertit  que  les  multiplications  ne  sont  pas  nécessairement 
réduites  à  leurs  formes  les  plus  simples  (i 5)  ou  (16).  Entre  le  déter- 
minant D  inconnu  et  le  nombre  donné  N  existe  seulement  la  rela- 
tion (i  i).  On  trouvera  donc  ainsi,  à  la  fois,  toutes  les  multiplications 
complexes  qui  répondent  aux  déterminants  D,  de  la  forme 


D 


A-'^ 


2/»-  et  2/1'  étant  des  entiers  quelconcjues,  qui  rendent  D  entier  et  po- 
sitif. L'équation  obtenue  de  la  sorte  est  donc  décomposablo  en 
plusieurs  équations  distinctes. 

Au  point  de  vue  tliéorique,  cette  métbode  présente  divers  avan- 
tages. Tout  d'abord  elle  a  été  la  source  de  belles  découvertes  arithmé- 
li(|ues,  comme  on  peut  le  voir  dans  les  travaux  de  M.  Kronccker.  De 
plus,  l(is  écjuations  modulaires  ayant  été  très  étudiées,  on  trouve  par  là 
plusieurs  propriétés  générales  de  la  multiplication  complexe.  Mais, 
quand  il  s'agit  de  calculer  en'eclivcment  des  invariants  singuliers,  cor- 
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respondant  à  un  déterminanl  donné,  cette  méthode  ne  peut  être  ap- 
prouvée. Une  bonne  méthode  doit  fournn-  directement,  sans  facteurs 
étrangers,  Téquation  désirée.  Elle  ne  doit  point  exiger  le  calcul  préa- 
lable des  éfjuations  modulaires.  Celle  cpie  j'ai  indiquée  plus  haut  satis- 
fait à  ces  conditions  :  par  la  conservation  du  nuilti[)licateiir  £  dans  le 
calcul,  elle  doit  donner,  pour  chaque  cas,  une  écjuation  répondant 
uniquement  à  la  question  (').  On  ne  peut  pas  dissimuler  cependant 
que  le  calcul  effectif  offre  des  difficultés  :  pour  qu'il  ne  soit  pas  trop 
laborieux,  on  doit  assurément  user  d'artifice,  employer,  par  exemple, 
des  relations  surabondantes,  comme  je  vais  le  faire  dans  le  cas  particu- 
lier dont  j'aborde  maintenant  le  calcul. 

Multiplication  par  ^(i-l-y/ — 23).  —  Recherche  de  la  résolvante. 

Je  me  propose  de  trouver  les  fonctions  ellipticjues  singulières  répon- 
dant à  l'ordre  improprement  primitif,  pour  le  déterminant  23.  Je  prends, 
à  cet  effet,  l'une  des  formes  correspondantes,  la  forme  (2,  i,  12),  sup- 
posant ainsi,  entre  les  périodes,  la  relation 


(20) 


(.0  ■ 

2  (U  '  -I-  to 


eu 


=  /v'23- 


Dans  la  fonction  elliptique  correspondante,  les  invariants  sont  réels 
cl  le  discriminant  négatif.  La  demi-période  réelle  est  w,  la  demi- 
période  purement  imaginaire  est  aco'-t-  co.  Ainsi,  suivant  les  notations 
usitées  dans  le  cas  des  invariants  réels  avec  discriminant  négatif,  on 
devra  poser 

o).,  ^  oj,  w',  =  2 co'  -)-  co  : 


(')  D'après  un  des  plus  beaux  théorèmes  de  M.  Kronecker,  cette  équation  doit 
se  décomposer  en  autant  d'équations  partielles  qu'il  y  a  de  genres  différents, 
entre  lesquels  se  répartissent  les  classes  de  formes  ayant  le  déterminant  donné  et 
appartenant  à  l'ordre  considéré.  Le  déterminant  que  j'ai  en  vue  est  un  nombre 
premier;  il  n'y  a  donc  qu'un  genre  dans  chaque  ordre;  parlant,  point  de  décom- 
position. 


20  G. -H.    Il^L^HE^■. 

(le    là,   pour  les  demi-périodes  imaginaires   conjuguées,  les  expres- 
sions 


0) 


,  =  i((-0._,  —  w!,  )  ^  —  CO',  CO3  =  ^((.0^  -+-  to',)  =  (0  -I-  O)'. 


Les  racines  (\,  c"esl-à-dire  les  valeurs  de  pu  (juand  u  est  une 
demi-période,  sont  donc  composées  ainsi  :  l'une  réelle  r.,,  corres- 
pondanl  à  Wj  aussi  bien  quà  w.,;  les  deux  autres  sont  imaginaires  con- 
juguées :  dans  r,,  qui  correspond  à  to,,  la  partie  imaginaire  est  po- 
sitive. 

Je  conserverai  explicitement  les  demi-périodes  oj,  to',  avec  la  nota- 
tion co"  pour  leur  somme,  mettant,  de  plus,  e,  e',  e"  pour  les  trois  ra- 
cines correspondantes  (').  La  somme  de  ces  dernières  est  nulle.  On  a 
donc  simultanément 

/      -                              e'             I         ,           e"             I         , 
(21)  -= h/,  -= /. 

I^a  lettre   t  désigne  l'inconnue  qu'on  est  naturellement  conduit  à 
choisir.  Nous  savons  dès  maintenant  cjue  -  doit  être  réel  et  positif. 
D'après  les  égalités  (12)  appliquées  au  cas  actuel,  en  y  prenant 

des  relations  (i)  et  (2)  on  tire  les  suivantes  : 

!£a)  =  o)  -t-  w',  £0j'  =  —  6w, 

(0  to'  (u'  tij' 

.     r=-    6'  7=6+"' 

£  =  5(1  +  i\/2'5). 


('  )  1^'obligalion  de  considérer,  à  la  fois,  les  diverses  fonctions  elliptiques  con- 
traint à  restreindre  la  variété  habituelle-  des  notations  :  je  réserve  l'emploi  des 
indices  pour  caractériser  les  autres  fonctions,  qui  interviendront  plus  loin. 
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La  demi-période  tîj  coïncide  avec  oj'  ella  formule  (8  )  devient 

(23)  {l'pP=:^{  -t-  p  («   -    ^)    +  P  («  -H    ^  )   +  J3(«  -  W') 

Posons,  pour  abréger  (-), 

(24)  rt  =  J)^,  b  =  p- 


remplaçons  p"  par  Gjj- —  ^g-ii  cH déduisons  de  la  première  formule  gé- 
nérale (17)  cette  équation 

(2."5)  ^(£*  +  24)  o-o  =  Ga-  +  (3^^  +  3e'^ 

Je  prends,  de  plus,  Téquation  qu'on  obtient  en  supposant,  dans  la 
relation  (23),  11  =  co,  ce  qui  donne,  suivant  (  22), 

p  :=  eco  =:  co  -4-  w'  ; 
j)ar  consécjuent, 

o      "  ,,  ,  (  w'\  /  2  0j'\  , 

£-e  ^e-f-e  — e-)-2p(co rj-t-  -P  (  ^ ^  \  —  'la —  -xb. 

Nous  poserons 

A  =  i(£=  c"  4-  e'  -  e  -  e")  =  \{î}c"  +  2e'), 
en  sorte  que  la  dernière  équation  s'écrit  ainsi 

(26)  2A  +  a+6  =  j3(w  —  yj-f-jj/co  —  ^ 


(')  L'emploi  des  lettres  «  et  ft  ne  peut  entraîner  aucune  confusion  avec  la  no- 
tation générale  (a,  b,c)  des  formes  quadratiques,  sur  laquelle  nous  n'aurons  plus 
à  revenir. 
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Par  le  théorème  d'addition  des  demi-périodes,  on  a,  suivant  les  no- 
lalioiis  (  24), 

(e  — e')(e  — c") 


P    w 


i  b  —  e 


2w'\  (e_e')(e— e") 


<  27)       J>  (W   -    3- j   -h  J>  (  W  -    ^  )  =  2( 


a  —  e 

(f  — e')(c  — e'')(a-l-6  — 2c) 
(a-e)(i-e) 


Le  second  membre  (26)  étant  maintenant  exprimé  au  moyen  de  a 
et  ^,  il  ne  faut  plus  qu'une  relation  entre  a  ci  h  pour  éliminer  ces  quan- 
tités des  équations  (26)  et  (26).  Cette  relation  est  immédiatement 
fournie  par  les  expressions  (24)  de  a  et  h 


2  U)  /     ,  ta    \  ,  to 


On  en  conclut,  par  le  théorème  d'addition  des  demi-périodes, 

(28)  (a  -  e')  (b  -  €■)  =  (e'  -  e)  (e'  -  c"), 

ce  cjui  est  la  relation  demandée.  Je  m'en  sers  immédiatement  pour  mo- 
difier le  second  membre  (27)  par  le  calcul  suivant 

(a  -  e)  (b  -  e)  -  (a  -  c')(b  -  e')  =z  {e'  -  e)(a  +  h  -  e  -  e'). 

Ajoutant,  membre  à  membre,  avec  (28),  on  conclut 

(a  —  e)(h  —  e)=^(c'  —  e.)(a  -+-  b  —  c  —  e")  ^=(c'  —  c)  (a  -h  b  +  e'). 

La  relation  (27)  devient  donc 

"'^    :    ..  ^a>~— W2e    '    (e"-e)(a  +  6-2e) 


P[''-l)+P\-  il--'  a  +  b  +  e' 

ce  qui  donne,  pour  l'équation  (2G),  celle-ci 
(29)     (2 A  —  -20  -h  a  +  b)(a  +  b  -h  c')  +  (c  —  e")  (a  -\-  b  —  ie)=  o. 
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L'élimination  de  a  cl  b  entre  ces  trois  équations  (aS),  (28)  et  (29) 
est  évidemment  très  facile.  On  peut  cependant  la  simplilier  encore  par 
une  nouvelle  transformation  du  second  membre  (26),  conformémenl 
au  calcul  suivant  : 


p('^-i)  =  p('^-''^'+'^) 


^^"^  {e'--e)(e"-e') 


a  —  e" 


I  ciio'X  (<?  — e')(e  — e") 


b^p 


O) 


3   /  a  —  e 

'!(o'\  ,        {e' — e)  (e' — e") 


Soit  /(a)  =  (a  —  e)  (a  —  e')  (a  —  e").   La  somme   des  trois  frac- 
lions,  dans  ces  seconds  membres,  est  "^ — t'(''/),  où  9(0)  désigne 

la  partie  ciillève  de  ^y- — —  •  Soit,  pour  un   instant,  u  Fargumenl  |co  , 

on  a 

f{a)^\p^u,         f\a)  =  \p"{,u). 

Pour  un  argument  u  quelconque,  on  a  toujours 

Pour  a  =  I  tu',  jjw  cl  piu  sont  des  quantités  égales,  a.  Ainsi 

/(a) 

Quant  à  '^(fl),  partie  entière  de  ^^7^ — --  où«  est  supposé  (picleonque, 

c'est  9a.  La  somme  des  trois  fractions  est  donc  égale  à  3a.  Au  lieu  de 
l'égalité  (27),  on  peut  donc  encore  écrire  celle-ci 


(29a)  p  (^oj  -  y)  +  j,  (^w  _  :Ç  )  -^  /y  =  Sa, 

moyennant  laquelle  l'équation  (2G)  fournit  celte  autre 
Ho)  K  =  a  —  />, 

que  j'adjoins  au  système  (2  >),  (27)  el  (29  V 
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Avec  la  notation  A,  j'emploie  encore  B  et  C,  ainsi 
A  =  i(£=e"4-2(''), 
00       iB  =  i('^^,-3.' 


6V        20 

c  =(e'-  <?)((?'—<?")=  3 <?'--  -,  g.,  =  ie'-  +  (>r". 

TjCS  équations  (aS)  et  (27)  sont  les  suivantes  : 

a-  +  ^>==B,         {a-c'){h-  e')  =  C. 
Avec  réquation  (3o),  on  en  tire 

■ie'{a  +  b)=  ie'-  4-  B  —  2C  —  A-  =  B  —  A-  —  2<?' 


2 


3ia) 


L'élimination  de  (a  4-  h)  entre  ces  deux  dernières  conduirait  à  une 
équation  du  quatrième  degré  par  rapport  à  l'inconnue  t.  Cette  équa- 
tion contiendrait  un  facteur  étranger,  tandis  qu'en  substituant  (a  -hb) 
t'I  son  carré  dans  (29),  on  obtient  une  équation  du  troisième  degré 

(32)     A(B  — A=—  iec")  +  c'(3B  -  2A-  +  2ce"-  2e'=)  =  o. 

(Test  l'équation  que  je  voulais  obtenir.  On  y  devra  substituer,  pour 
A  et  1),  leurs  expressions  (3i),  en  se  souvenant  (ju'on  a 

—  J  g.^  =  ce'  -I-  c' e"  -I-  e" e  =  c' e"  —  e-. 

l'jlle  devient,  de  la  sorte,  homogène  et  du  troisième  degré,  en  e,  e  , 
e".  Parle  moyen  des  notations  (21),  on  aura  une  équation  du  troisième 
degré  en  t. 

Le  développement  de  cette  équation  exige  encore  des  calculs  assez 
longs.  Il  convient  donc  d'avoir  un  guide  et  un  contrôle  par  la  connais- 
sance préventive  de  quelques  traits  essentiels. 

Remarques   sin  la   résolvante. 

La  [)résence  de  £  dans  A  et  B  entraîne,  pour  les  coefficients  de  l'é- 
([ualioii,  la  forme  complexe  a  +  /[Si  v'23,  a  et  ^  étant  des  nombres  en- 
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tiers.  Or  nous  connaissons  rexislence  crunc  racine  /,  [)uremeiit  inmn'i- 
naire.  Il  (>sl  donc  naturel  de  prévoir,  pour  l'équation,  la  fornic 

(33)  iv/23(a/'+  [3/)  + Y/--f-'5=  '>, 

où  a,  [3,  y,  S  seront  des  nombres  entiers.  Je  donnerai,  dans  un  instani, 
la  preuve  véritable  de  cette  propriété.  Ce  cpii  importe  le  plus,  c'esl  de 
savoir  à  quelles  fonctions  elliptiques  singulières  se  rapportent  les  autres 
racines  /. 

D'après  les  éléments  delà  théorie  des  formes,  il  y  a,  oulre  (2,  1 ,  12), 
deux  autres  formes  réduites,  dans  l'ordre  impropren^eut  jjrimitif,  de 
déterminant  —  23.  Ce  sont  les  formes  (4,  i ,  <J)  et  (  "i,  —  i ,  (V).  l'envisa- 
geons d'abord  la  première,  que  nous  distinguerons  en  all'ectaut  de  l'in- 
dice T  leséléments  correspondants.  Il  s'agit  donc  des  fonctinns  clliii- 
tiques  pour  lesquelles  on  a 

/  4  ""'1  "•"  ''^ 


'-  =  J  ^23. 
(34)  '    £C0,  =  eu,   -1-  2Co'j,  £0J,  —  —  3W|  , 

10,  I  ,  (o'i  (i)'i   +  3cO| 

T=-3^"  T  = 6 

L'argument  w  de  la  formule  (8)  est  ici  w,  4-  Sco,. 

(_)n  formera,  comme  précédemment,  l'équation  sup[)lémenlaire,  en 
prenant  a  =  co,,  ce  qui  donne  aussi  (^  =  co,.  Les  lettres  a  ctAaui-ont  les 
sii^nifications  suivantes  : 


'h' 


2tiJ.  ,  /   (I). 

,P.^-'  />.   =  p.      X    +  ^''' 


Moyennant  ces  conventions,  on  voit  immédiatement  qu'on  obtient 
les  mêmes  équations  que  précédemment,  sauf  reniplac(Mnent  de  e,  c', 
e"pare\,  «?',',  e,. 

Notre  équation  du  troisième  degré  a  donc  une  racine  /,  déiinie  par 


les  égalités 


(35)  £J.  =_!  +  /,,        £!=_:_/,, 


Journ.  de  Matli.  (,')•  scrie),  lome  V.  —  Fasc.  1,  iSSy.  ^ 
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(  >ll(^  raclai^  csL  cnniploxe  el  nous  verrons  même,  ultérieurement, 
(|ui'  ïni\  [)eul  assii^iKM',  (l'avance,  son  expression  en  fonction  de  la  racine 
|>r(''e(''<lente  f. 

Semblableincnt,  la  forme  ('i,  — i,())  donne  lieu  à  des  fonctions 
ellipti(pies  caractérisées  par  les  relations 


^0),  (o,  .     .—71 


(3(3)  '    £C0^  =  2W',,  tL'}\  =  —   icù.,  +  w. 


fo.,  (o.>  —  2  o> ,  oj.,  I 

-^   z=    — : -,  — -  ;=   -  CO, 


l/ar!.;'uineiil  ù  esl  w^  —  2w!,.  (  )ii  ol)iient  l'iMpialion  complémentaire 
en  prenant  ti  ^=  co',,  ce  ipii  donne  t  =oj!|,.  Les  lettres  a  el  b  ont  les 
sii^nilications  suivanles  : 

/    '2  0).,  'lO)'.,    \  , 

ch  =  pA--^ — ■-  '      1^-2  =  p. 


el  Ton  retrouve  les  é({ualioiis  primitives,  sauf  remplacement  de  c,  e',  e" 
par  f!,,  ('a,  c.',.  Notre  équatitin,  du  troisième  dej^n';,  a  donc  la  racine  t.,, 
définie  par  les  égalités 

(37)  ^  =_!+/.„         Û=-l^u. 

^    '  ■'  e,  'i  e.,  a 

En  comparant  les  fonctions  d'indice  2  et  celles  d'indice  t,  on  voit 
(lue  les  rapports  des  périodes,  au  signe  près,  ce  rjui  esl  indifférent,  y 
sont  imaginaires  conjugués.  F^es  invariants  absolus  sont  donc  aussi  des 
imaginaires  conjuguées  et  il  (^st  manifeste  (juc  les  deux  rapjiorts  e,  :  e\ 
et  '','-C-^  soiiL  dans  ce  cas.  Ainsi  /,  et  —  t.,  sont  des  imaginaires  conju- 
guées. Nous  rappelant  ce  qui  a  été  dit  précédemment  sur  la  première 

racine  /,  nous  pouvons  conclure  que  les  trois  quantités  -.-,  fournies  par 

les  trois  racines  t,  sont  Tune  réelle  et  positive,  les  deux  autres  imagi- 
naires conjuguées.  Par  là  est  pleinement  justifiée  la  forme  (33),  prévue 
pour  l'équation. 

Voici  encore  un  autre  moven  de  trouver  ce  même  résultat.  Comme 
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on  l'a  vu  par  régalité  (i.\),  une  même  fonclion  elliptique  admet  à  l;i 
fois  les  deux  multiplicateurs  £  et  i  —  £  et,  pour  tous  deux,  le  nombre  .N 
n"a  qu'une  seule  valeur.  On  peut  donc  former  l'équation  tout  aussi  hiiMi 
en  se  servant  du  second  multiplicateur  et  l'on  reconnaîtra  (]u'll  \  a 
simplement  échange  entre  c'  et  e".  Par  le  changement  de  t  eu  i  —  £, 
c'est-à-dire  par  le  changement  du  signe  de  /v23î  ^^  racine  /  se  change 
en  —  /;  il  en  est  de  même  pour  les  autres  racines,  dette  cireoiislaiicc 
exige  la  forme  (33)  de  l'équation  cherchée. 

Pour  une  même  fonction  singulière,  les  deux  multiplicateurs  conju- 
gués, £  et  —  £  dans  le  cas  de  l'ordre  proprement  primitif,  £  et  —  (  i  —  £  ) 
dans  l'autre  cas,  coexistent  toujours.  Ce  fait  général,  conséquence  de 
l'égalité  (i4))  explique,  de  nouveau,  pourquoi  deux/o77//f'.9  o/y>o.sv'r.v, 
comme  (4,  i.  G)  et  (4,  —  i,  6)  donnent  lieu  à  des  invariants  conju- 
gués, avec  cette  conséquence,  bien  connue,  que  les  invariants  i/'cls 
l)ro\'[ennent  des  foj-nics  ambiguës,  comme  (2,  i,  12),  c'esl-à-diic  des 
formes  proprement  écpiivalentes  à  leurs  opposées. 

Une  dernière  observation  avant  de  calculer  notre  équation.  Si  Ton 
ne  savait  déjà,  par  la  théorie  des  formes,  que  l'ordre  impropicmcnt 
primitif  contient,  en  tout,  trois  classes  pour  le  déterminant  —  23,  le 
degré  3  de  l'équation  nous  le  ferait  connaître.  Il  est  évident,  en  ciret, 
que,  s'il  existait  d'autres  classes,  le  même  calcul  s'y  appliquerait, 
entrahiant  seulement  quelque  permutation  dans  les  accents  de  c,  r' , 
e".  Ces  classes  fourniraient  donc  nécessairement  des  racines  de  la  même 
équation. 

Développement  de  la  résolvante. 

Dans  le  développement  de  l'équation  (32),  j'utiliserai  la  forme  di'-- 
montrée  (33),  non  pour  abréger  le  calcul,  mais  seulement  pour  h; 
contrôler.  Soit  U  le  premier  membre 

U  =  A(B- A=-2ce")+c'(3B  — 2A=+  -j.cc"  -  ■2r''), 
où  l'on  prendra 
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Soil  aussi  V  le  premier  ineinljre,  sous  la  foruie  désirée  (  33  ) 
V  =  /\/23(a/'  +  pn  +  y/'-'  -V-  c. 

<  )ii  doit  s'alteudre  à  ee  (jue  U  diffère  de  V  par  un  facteur  complexe 
[JL  -h/vy-iS,  et  chercher  à  mettre  ce  facteur  en  évidence. 

Au  lieu  de  développer  complètement  U,  il  est  préférable  de  calculer 
sé|)ar('meiil  \    pour  des  valeurs  particulières  de  /. 

I"  ^=:i,  .''=o,  ^'"  =  -1,  g■l=^■ 

Va\  se  servant  de  la  relation 

i'  -I-  1 1  £-  +  3G  =  o, 

2^3.5  AB  r--  I  I  c'  -f-  1  2£'-  = —  lOf)    £-  —   2". 3".  I  I  , 
2"A^     r^^c»  =-   5.17£=-  2  =  .3^II, 

2-(?t'"A  =         £-  =+  £-. 

Désignant  par  U,  la  valeur  de  U  correspondante,  on  trouve  ainsi 
2«.3.5U,^7.ii(2^3--£-),         /  =  i. 

2"         /  =  -^,  e'  =  -I,  .'"=0,  -,:=4,  A=-i. 

IjC  calcul  est  extrêmement  simple.  Désignant  par  IJ',  la  valeur  de  U, 
je  trouve 

2'.3.5U',  =  7.1l(()  +  2£-_),  '  =  — î- 

.l'en  conclus 

—^  (D;  +  u,  j=  3(36  +  5£=')=  f(i7  +  5/v'^), 


MULTIPLICATION    COMPLEXE    DANS    LES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.        2r) 

En  posant 

(38)  2'".3.5U=(i7  +  ,^/v'^^V, 

j'ai,  de  la  sorte,  Y,   et  V,  désignant  les  valeurs  de  V  pour  /  =  ,'  et 

l  V;  +  V,  =  2».3.7.ii, 

(h)  I  - 

{  V,  -  V,  =  2^7.^I/v2:i■ 
3°  Calcul  du  terme  en  <'.  —  Pour  ce  calcul,  on  doit  prendre 
«?'=/,  e"  =  -t,  Oj  =  /,/=. 

Voici  le  calcul  : 

2-A  =(2  -£-)/,  2.3.5  B=  — (27  +  1  !£=)/% 

2=(A  +  3('')  =  (l/,-£^)/, 
2'-(A  +  2C')  =  (lO  —  £=)/, 

a'' A-  =  — (32 -i- ij£-)/=, 

2=.3.5B(A  +  3e')  =  -(3-.43-+-2-.3i£=)/% 
-  2»A^(A-f-2e')  =  (2^5.43-f-283£=)/% 

2°.3.5U  =  7.i9(36  +  i7£-)/^=  ^  îv^(i7  +5jv^)/'. 
Suivant  la  notation  (38),  voici  donc  le  lerme  en  P  dans  V  : 
V  =  2'.7.i9/Vïî3^'+.... 

4"  Calcul  du  terme  indépendant  de  t.  —  On  doit  prendre 
e'  —  e"  —  —  -  "■„  =  3 

2'A=—   2  —  £-,  2'.5  B  =  —  17  —  I  I  £-. 
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On  Iroiive  alors 

2'(A  +3r?')  =  -   I''|  -£% 
2'(A  +  2e')  =  —  lO  —  £*, 

2*  A-  =  —  '52  —  7£-, 

2^5  B(A  +  3e')  =  -  79  +  5^£% 

2»A-(A  +  2P')=2=.I7  +  5=£% 

2'' ce"  A  =2        -I-  £^ 

2^,^U=-9(3G  +  5£=)  =  -f(I7  +  5^\/^). 

Le  dernier  lerine  de  V  est  ainsi  —  3'. 

Le  premier  et  le  dernier  terme  ont  bien  la  forme  prévue;  de  plus, 
suivant  (39),  les  deux  valeurs  V,  et  V,  qui  correspondent  à  /=±:^ 
sont  conjuguées.  En  conséquence,  V  a  la  forme 

y  =  'jis/23(-2\iÇ)/'-  2[3/~)  +  2=Y/'-  3' 
et  les  égalités  (39)  donnent 

P  =  3^7,         y  =3.317. 
L'é([uation  cherchée  est  donc  enfin 

(4o)    V(/)=o  =  7jV23(2'.i9/'-  2.3^7 /)4-  3(2\3i7/' -  3'). 


Les  trois  multiplications  par  ^(i  4-  y—  23). 

Pour  résoudre   l'équation   (4o),  le   changement   d'inconnue,    qui 
s'offre  d'abord,  est  indiqué  par  l'égalité 

(1î)  fv/23/  =  /-^, 

par  où  l'équation  devient 

(42)  7- '9='-  3i7==-^  7^23  j-  23  =  0. 


Pour  la  réduire  à  trois  termes,  on  posera 

ce  qui  mène  à  Téquation  finale 

(44)  23x-'  -  3.53a;  -  7.23  =  o. 

Comme  on  le  verra  plus  loin,  il  y  a  des  raisons  de  savoir  d'avance 
que  la  racine  carrée  du  discriminant  de  Téquation  doit  contenir  i\l-ïi 
comme  seule  irralionnalilé.  Il  en  est  bien  ainsi;  car,  R  étant  le  discri- 
minant, on  a,  pour  Téquation  (44)) 

7^23'-2^53'  =  675  =  3^5^ 


Soient 


2^  '2.Z.i\li'i 


(45)    g  =  {/l-ïisl-i^  +  U^^.        A  =  {/2  23V23-^3v/3,. 

racines  cubiques  prises  dans  le  sens  arithmétique  et  pour  lesquelles 
on  a 

gh  =  53. 

La  racine  réelle  de  (44)  est 

Les  deux  autres  x,  et  x.^  s'en  déduisent  comme  on  sait  :  pour  la 
première,  on  remplace  g  et  h  par  dg  et  0-A;  pour  l'autre,  par  Q^ g  et 
0//,  et  0  est  une  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité.  Afin  que  les 
indices  i  et  2  correspondent  à  ceux  qui  ont  été  adoptés  plus  haut, 
pour  i,  il  y  aura  lieu  de  préciser  0.  Je  le  ferai  plus  loin,  et,  dans  les 
formules  ci-après,  je  suppose,  par  avance,  le  résultat. 
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Imi  posiuiL  tlonc 


i^   2=(0--  +  0//)     =(•,, 


on  pourra  cxpriiner,  par  une  même  formule,  chaque  racine  /  en  fonc- 
tion de  la  (jnanlilé  correspondante  c.  Les  quantités  c,  e' ,  e',  donl 
Tune  est  arl)itraire  et  dont  la  somme  est  nulle,  sont  déterminées  par  la 
condition 


e'  —  e"  _  ^  __  91 
2  e  2C 


En  vertu  tle  rhomogénéité,  le  choix  arbitraire  de  e  est  indifférent. 
Je  prendrai  donc 

Cl?)  *"=2c,  e'==ç)i-c,         f>"  =  -c)i  —  c, 

|)our  le  cas  de  régalité  (20),  ou,  en  d'autres  termes,  pour  la  forme 
(2,  I,  12);  puis,  en  pernmtant  les  accents  comme  il  a  été  expliqué  et 
connue  le  rappellent  les  égalités  (35)  et  (37),  on  aura 

(/f8)  r\  =  '2r,,  c]=ç)i—r,,  (,^  =  ^c)i—r,, 

dans  le  cas  de  l'égalité  (34),  correspondant  à  la  forme  (4,  1,6);  puis 
rnlin 

(/\<))  r'.,=  -2c.,,  ^,  =  ()/— r,,  e'.,  =  -Ç)i  ~  c^, 

pour  le  cas  de  Tégalité  (36),  correspondant  à  la  forme  (4,  —  i,  0). 

(  les  jierniutations  des  accents  se  rapportent  seulement  à  la  désigna- 
lion  aihitrairement  uniforme,  des  périodes  dans  les  trois  cas.  Elle  dis- 
paraît dans  l'expression  des  invariants,  que  voici  : 

^.  —  2-.3(c^  —  3'),         ^'■3  =  2^(0-4-3*), 

A=o.^-275-=  =  -2'.-5^(c^  +  3v)^ 


■P{c"-—3^y         c-(c2-h3*)'        3^{c^+3'')- 
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Je  vais,  dès  maintenant,  fixer  le  signe  de  la  partie  iiiiagiiiaire  dans  0. 
On  verra,  plus  loin,  un  moyen  purement  algébrique  poin-  cet  ohji-l. 
Quant  à  présent,  je  vais   employer  les  séries  Si,    formées  uniloriiié- 

t  -KM' 

meut  avec  la  quantité  q  =  c  "^   .  En  posant  donc 

1     ,- 

Q  =  ^  *      , 

j'aurai,  pour  chacun  des  trois  cas  (20,  31,  36), 

q=e~''^q\  q,^e~'^Q,  q.^=e"-(). 

Prenons  la  formule  (où  les  fonctions  ^  ont  Fargument  zéro) 


ll^  =  i ^V=  -V/ f  '  +  '/-+?-  +  •.•   y. 

e  —  e"         \S7(,/  ^  \i  —  27  H- 2(;r*  +  .  .  .  / 

pour  l'un  ou  l'autre  des  deux  derniers  cas.  (domine  Q  est  inférirur  à 
e~'^=  0,04...,  les  signes  de  la  partie  réelle  et  de  la  partie  imaginaire 
sont  définis  parle  terme  2''^  du  second  membre  : 


ÎA — îi  ==  2V    *  O  +.  ..=  2V^(i  -  ')Q  +•  ••• 
e, —  e^  ^  '     ^  ^  ^ 

11  n'y  a  aucune  utilité  à  considérer  l'égalité  analogue  av(;c  les  in- 
dices 2;  elle  fournirait,  de  part  et  d'autre,  les  quantités  conjugué(>s  des 
précédentes. 

Suivant  les  expressions  (4^^))  il  vient,  en  supposant  e,  =  a  h-  i<^, 

d'où  résulte  que  ^  est  positif.  Mais,  d'après  (46),  on  a 
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(domine  (g  —  h)  esl  positif  (45),  il  faut  effectivement  choisir  0  ainsi 
que  je  Tai  fait  plus  haut. 

TRANSFOnM.VTIO>'S    DU    TROISIÈME    ORDRE. 

Nous  possédons,  dès  à  présent,  la  pleine  connaissance  de  tous  les 
cléments  pour  les  trois  fonctions  elliptiques  singulières;  car  les  six 
quantités  «,  />,  a,,  />,,  «o,  h.,  sont  explicitement  fournies  par  les  équa- 
tions (3o)  et  (3i  a).  Nous  pouvons  en  déduire  six  autres,  jouant  le 
rôle  analogue  à  l'égard  du  multiplicateur  conjugué.  Comme  on  le  voit 
par  les  équations  générales  (3)  et  (12),  où  l'on  prendra  k=  —  i, 
A'=  ^,  ces  quantités  sont  les  suivantes 

''=,P— J-"'         ^.  =  P' 3 — -'         ^',  =  P2(^-j  +w,), 

et  les  a  ont  les  arguments  doubles.  Les  formules  ci-dessus  montrent 
suffisamment  que  le  changement  du  signe  de  /  change  a  et  i  en  a'  et  b\ 
r/|  et  b^  en  a'^  et  i!,,  a,  et  h.,  en  a\  et  b\. 

Les  six  quantités  h,  b',  b,,  h\,  b.,,  b'.,  servent  de  base  à  des  transfor- 
mations du  sixième  ordre,  deux  ])our  chaque  fonction  elliptique,  et 
ces  transformations  changent  la  fonction  en  elle-même. 

Les  quantités  a,  a\  ...  peuvent  servir  de  base  à  des  transformations 
du  troisième  ordre.  Ces  dernières  échangent  les  fonctions  les  unes  dans 
les  autres,  comme  je  vais  le  montrer. 

Désignant  par  p  un  facteur  inconnu,  posons 

p(o'=  3co2,  po)  = —  o),,. 

Les  relations  (i  i) 


2(0  -(-  (0  I  2  0)  4-  (0 


=  i'^23 


se  changent  en  les  suivantes 

6(0,  (0.,  '1  (o',  (Oo 


/V'23; 
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d'où  l'on  voit  que  le  fadeur  p  peut  être  choisi  effeclivement  de  manière 
à  attribuer  la  même  signification  que  précédemment  aux  lettres  w.,  et 
03',.  J'ai  ici  une  transformation  de  troisième  ordre,  qui  se  figure  par  la 
relation 

?-p2(Fu)  =  pil+p[u-  -^]   +  J3  h/+  -3-      -  2JD-3-- 


3    J     '     ^'V^     '        3 

En  prenant  successivement  u  =  w',  w,  w",  j'obtiens 

p-<'o  =  e'+  2(b  —  a), 

p-e.^=-e  +  2j)(^co —j  ~  ia, 

p-e2=e+2j3(w—  y)    — ^«. 


et  Ton  remarquera,  en  passant,  que,  par  addition  de  ces  trois  égalités, 
se  prouve,  derechef,  la  relation  (29a).  De  là,  suivant  les  égalités  (3()) 
et  (3i),  je  conclus 

p=  ^2  =  e'  —  2  A  =  —  I  £*  c", 

p^e.,^De—  la  -\-  2 > 

r      -  rt  —  e 

(  e  —  e'  )  (  e  —  e"  ) 
p-  e^  =  «"  -t-  2  e  —  2  a  -t-  2 ,  _  ^ > 

ù^{e.,—  e^)=  c  —  e  +2 ^ — ; ^ > 

et  cette  dernière,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  se  change  ainsi  : 

p*(e.,  —  e.,)=  e  —  e'-+-  2-^ -, — —;  =(<?  —  e  ) -.— — ; 

Remettant,  pour  A,  son  expression  (3 1),  j'ai  enfin 

en       __        e"(rt-(- ft-H2e'H- -^E-e") 
e\  —  e\  ""         2(e  —  e")(a+  6 -h  e') 
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(rost  li'i  une  formule  qui  donne  la  (jiianLilé  c,  en  fonction  ralionnellc 
de  c,  avec  adjonction  de  £,  bien  entendu.  Disons,  pour  abrégjer,  que 
nous  avons  ainsi  ti'ouvé  Co  =  9(c)- 

Par  un  calcul  tout  pareil,  en  posant  successivement 

p,  m\  =  jto,  p,  OJ,  =  —  to'  -  w, 

p.jO)  „  ^=  Co'i  -!-   2  OJ  I ,  p^  OJo  =  —  Co'i  4-  O),  , 

on  trouve  aussi  c  =  '■^(c,  ),  c,  =  'j>(c.,).  En  changeant  le  signe  de  /,  on 
aurait  les  analogues 

c,  =  'Kc),  Ç  =  ■\^(C.,),  Ci  =  'K'^'i  )■ 

Ces  formules  traduisent  le  caractère  abélien,  qui  appartient,  comme 
on  le  sait,  à  toutes  les  écpialions  dont  dé|)endent  les  fonctions  elliptiques 
à  multiplication  complexe.  Elles  donnent  la  raison  a  pi-iori  de  ce  fait 
que  le  discriminant  de  l'équation  est  un  carré,  sauf  le  facteur  —  23. 


Transformations  du  second  ordre. 

.le  vais  maintenant  exainiucr,  pour  uu(^  ([uelconque  des  trois  fonc- 
tions singulières,  les  trois  transformations  du  second  ordre  :  de  ces 
transformations,  il  y  en  a  deux  qui  échangenlles  fonctions  précédentes, 
tandis  que  l'autre  transformation  conduit  à  une  fonction  nouvelle, 
lurrespondaiiL  à  V ordre  proprcincnl  primitif .  Les  six  transforma- 
tions, ([ui  échangent  les  fonctions  précédentes,  sont  naturellement  in- 
verses, deux  à  deux.  Elles  se  distinguent,  dans  les  formules  ci-après, 
par  l'emploi  de  la  lettre  ci  pour  les  coefficients  de  proportionnalité, 
et  cette  lettre,  avec  ou  sans  accent,  pourvue  d'un  même  indice,  se 
rapporte  aux  deux  transformations  inverses.  Pour  les  trois  autres 
transformations,  le  coefficient  de  proportionnalité  est  dénoté  par  la 
lettre  t,  et  les  éléments  des  nouvelles  fonctions  sont  indiqués  par  des 
majuscules. 
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Voici  les  formules  : 


CT,  LO  ^  W , , 

0-^  CO   =2  co  1 , 

<j\ùi  =  W„, 

<t',  co'  =  2  co'„  —  CO 

TCO     =  2i2, 

Tco'=0'-ii; 

(5o) 


G-CO,  =^  COo  —  CO^, 
fflco,^  2to, 
T.CO.^iî',, 

C7|  C0^=  2C0, 

o-'co^  =  co,  +  eu', , 
72(1)2  =  —  i2„ , 

(7(7'  ^  7 


(7C0,  =  co^  +  co.,, 
o-'^co',  =  co', 
T.co;  =  2^2,; 

^i  co',  =  co'  -H  co. 
o-'co!,  =  —  co,  +  co'i, 

'.  =  T.,  i'„  =  2 . 


Les  trois  nouvelles  fonctions  correspondent  aux  trois  formes  réduites 

(1,0,  24)  et  (3,  ±r,  8): 

i2'-+23i2-=o, 

3i2',--  2  0,0, +  80;  =  0, 

3Û;+2£22i2',  +  80^  =  o. 

Je  considère  la  première  de  ces  transformations.  Elle  est  traduite  par 

Tégalité 

'7:p,('y,u)^  pu  +  p{u  -  co')  -  j)co'. 

d'où  l'on  déduit,  en  prenant  successivement,  pour  a,  les  valeurs  co.  ^co'. 

ico'  4-  OJ, 

aie,  =  e  -\-  e"  —  c'  =  —  2r', 


(7;e',  =  c'rt  2v/('''  —  '')('''  ~  ''")' 


(7^e',  =  e'=F  2v(e'—  «?)(("'  —  c"), 
ce  qui  mène  à  la  relation  bien  connue 


(5.) 


_^^{c'-e)(e'^e"~) 
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liji  seconde  transformation  donne,  de  même, 


<^'(e"~-e'){e"—e) 


Introduisant  les  racines  /,  /,,  /^,  d'après  (21),  (35)  et  (3-'),  on  a  ainsi 

(52) 


li\Jt(-2.l.  —  'à)  3—  2^1 

1  —  It  I  -1-  2^1 


-^J^-^ ^ =  o. 

1   +   2  <  I  —   2  <2 

Les  (|uatre  antres  transformations  analogues  conduisent  à  des  formules 
([ne  l'on  détltiit  aussi  de  ces  dernières  par  la  permutation  circulaire 
(les  indices. 

.l'ai  annoncé  un  moyen,  purement  algébrique,  de  distinguer  celle 
des  deux  racines  cubiques  de  l'unité  qu'il  faut  désigner,  dans  les  for- 
mules ci-dessus,  par  0.  Le  voici.  Tout  d'abord,  substituant,  à  la  place  de 
x,  dans  le  premier  membre  (41)?  successivement  les  deux  nombres  3 

3^  5-  --  1 1 
et  —,  on  trouve,  pour  résultats,  —  17  et  H '- — ^{^ —  La  racine  réelle 

./•  est  ainsi  connue,  à  moins  de  -^  près,  et  l'on  voit  que  c  est  compris 
entre  \ l\S \j l'i  al  i!\']\]i'.i. 

Prenons  l'égalité  (5i)  qui  donne 


c, 


3t y' —  6  j  (  c  —  3  i  ) 


Vu  la  grandeur  de  c,  les  quantités  c  —  3/  et  c  —  ()i  peuvent  ici  être 
remplacées,  pour  fixer  les  signes,  par  c  lui-même;  et  l'on  a  sensible- 
ment 

(53)  £lzi^' ^,p  2. /3  (,_,•). 

c, -H9<        ^      V    <■  ■  ^ 

Si  l'on  pose  c,  :=  a  -1-  /p,  on  a  (1^) 

a  =  f^Fïi  -  i'{g  -f-  II)  ^  v/23(7=  -  2\r), 
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quanlité  positive,  x  clant  inférieur  à  y|.  Par  conséquent,  dans 

c,  —  3«  _  X  ^-  {■(  p  -  3)  _  a^  +  p"-  —  27  +  6P  — i2i'« 


■  Qi        a-i-j(P-H9)  «'  +  (P-l-9 


l2 


la  partie  imaginaire  est  négative,  d'où  Ton  voit  déjà  qu'il  faut  prendre 
le  signe  j9Z«5  devant  le  second  membre  (53).  On  doit  donc  avoir 


k'  -H  l^^*  -  27  4-  C)^  >  o. 


Or,  en  remplaçant  /  par  -  -  dans  l'équation  (4o),  on  trouve 

CC^Ci^  3'.  7  .I()y  20. 
D'après  la  grandeur  de  c,  il  en  résulte  e,  c.^  <^  3',  c'est-à-dire 

y."-  -h  p^-  a;  <o. 

En  conséquence,  ^  est  positif.  C'est  à  quoi  j'élais  parvenu  précédem- 
ment, pour  en  déduire  la  détermination  précise  de  0. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  parles  transformations  du  troisième  ordre,  /,  et  /^ 
s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  /,  sauf  adjonction  de  £.  Les 

deux  quantités  4 /""   "~     peuvent  donc  être  exprimées  de  la  même  ma- 
nière; c'est  ce  que  je  vais  chercher  à  faire.  Soient 


■\' 


ces  racines  carrées  étant  prises  avec  les  signes  que  leur  altrihuent  la 
première  égalité  (02)  et  ses  analogues.  Recourant  à  l'équalion  (4*'), 
dont  ^,  /,,  t^  sont  les  racines,  j'ai 

(54)  (....,)==  8^. 

D'ailleurs,  par  l'égalité  (52), 

„^  (f-<.)(4-<,) 
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c\,  ses  analogues  multipliées  membre  à  membre,  j'ai  aussi 

_  _  _!_    V(|)V(i)  . 
ss,s.,—       ^  v(o)V{-i)' 

|)ar  conséquent, 

Les  équations  (39  )  nous  ofïrenl,  calculées  déjà  sous  la  dénomination 
de  V,  et  V',,  les  quantités  V(±  i),  savoir 

V(±^)  =  2^7.ii(3  +  ^/^). 
11  en  résulte 

.v.s, 5,  =  -  a'"'  ;/"'/A>  =  -  2(3  +  isl'iiY  =  2=  (7  -  3i  v"23). 
3  —  i  V23 

Une  vérification  s'offre  naturellement  par  le  calcul  direct  de  V(|) 
qui,  d'après  (^4)5  donne 

De  la  même  égalité  (02)  je  tire  encore  le  résultat  suivant 

où  V'  désigne  la  dérivée  de  V,  et  où  le  signe  sommatoire  s'applique 
aux  Irois  racines,  l^ar  un  calcul  direct,  on  a 

V'(|)  =  2^3^(3i7  +  5^7iv'23), 

quantité  qui  doit  être  divisée  par  V(|).  Le  calcul  précédent  a  donné 
V(ii)  sous  la  forme 


2  '       ^~  '       (3-îv/^y 

La  division  s'effectue  donc  de  la  manière  la  plus  simple,  en  multi- 
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pliant  successivement  par  3  —  i\f23  : 

(3r7  +  5^7/v';i3)(3-  i s/^)  =      2"(3i  i  +  r3/v''^), 
(3n+     t3?V'23)(3-/v^)  =      2"(7.  M  -  17^723), 
(7.1 1  —     i7/:v'23)(3-«v/^)=-2^(5  +  2=/V23), 
(;■)  -I-     ■2.^i\/23){3  —  i\^)  =  107+  7''v'23. 

V(t)  =  ï^3('«7  +  7'V23), 
D'après  l'expression  de  s,  on  a,  d'autre  part, 

l—2t_  i^  +  4 

.Kai  donc  ce  résultat,  que  j'avais  en  vue  d'obtenir, 

Soit  maintenant 
(oC))  5'  -  N.S- 4-  Us  -  2^(7  -  3/v23)  =  o 

l'équation  dont  5,  .ç,,  s,  sont  les  racines.  La  précédente  relation  donne 

Ce  sont  ces  deux  coefficients  M  et  N  dont  la  déterminalion  fouriiiia 
l'expression,  que  je  cherche,  de  s  en  fonction  rationnelle  de  /.  (Ju  peut 
tirer  encore  de  l'égalité  (Sa)  deux  autres  équations  du  premier  degré 
entre  M  et  N  par  le  moyen  suivant.  Elle  donne  immédiatement 


^  1  —  •'  '  V  (—  •  ) 
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.1  >"ailli'iirs, 


«  H-  2(  s  —  2  J 


Eli  désignaiil  |iar  F(.v)  lo  premier  membre  (  *>G),  on  a,  de  la  sorte, 

F(20  "^  F(-2/)        2  "^  3   V(-J)' 

Pour  revenir  de'  réqualion  (  )G)  à  Téqualion  en  /,  il  faul  chasser 
i'irialioiinelle  .9.  (_)ii  a  donc  identiquement 

(58)  F(<)F(-.O  =  ;^V(0, 

où  X  est  un  facteur  constant,  s  et  /  étant  deux  variables  lices  par  la 
relation 

2<-3 


En  difféi-entiant,  je  conclus 


(a  —. ';"-)''- 
6s 


F'(.0        F'(-.01        V'(0        3 


F'(-.01 
F(-.-)J 


F(,v)        F(-i-)J         V(0        / 


puis,  en  prenant  .v  =2/, 

F'(2i)  _  F'(— 2  0  _  i_  V'(|) 
FT^O         F(-20  ~  3  Vit) 


—   2«. 


La  connaissance  des  deux  quantités  p       ^  .:^  procure  les  deux  équations 

du  premier  degré  dont  j'ai  parlé.  Me  contentant  d'avoir  indiqué  re 
moyen,  je  vais  en  employer  un  autre,  encore  fondé  sur  la  relation  (58). 

3  ,  . 

Substituant  dans  V(/)  l'expression  /  = ^>  on  a  l'équation 


5"  —  2.3.V'  —  2'.  1,575-  -1-  2^7f)  —  i.'jisji'iy'js*  —  i-.']s'^ —  2''.  3)  ==  o, 
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(lonl  le  premier  membre  doit  reproduire 

De  là  deux  équations 

(59)  oM-N^  =  -2(3  +  7Vv23), 


(  =-2=(7-3/V23)(5.7  +  /v'23). 

Entre  cette  dernière  et  réquatioii  (yi";)  éliminant  \,  j'ohlieiis 

M^  +  8  M  =  2» .  3  /  V  23  (  7  -  3  /  y'^  ) , 

équation  du  second  degré  donnant  les  deux  racines 

M  =  -  4±2(3.7  +  /v/^). 

Une  seule  convient,  que  Ton  distingue  inimédiatemenl  coinino  d('\anl, 
[)ar  l'équation  (jq),  fournir,  pour  .\-,  un  carré  parfait.  On  trouve  ainsi 

M  =  2(19  -+-  /v23\  \  =  17  +  3/v23, 

F(S)  =z  S^  —  l'JS^  -h  2.19,9   —  2". 7  —  /y/23  (3s-  —  2i'   —   2".  3 

tel  est  le  premier  membre  de  l'équation  cherchée. 
Si,  de  même,  on  pose 

/a  <  +  3  ,  /a il +  3  ,  /ai, -i-3 

ces  quantités  sont  les  racines  de  l'équation  <I>(s')  =  o,  dont  le  premier 
membre  est  conjugué  du  précédent, 

$(«')  =  . s''-  175'-+  2.19.S'-  2^7  -h  «v23(3s  =  -  2.y'-  2=. 3;. 

Par  là  sont  exprimés,  comme  on  le  voulait,  s  et  s'  en  fonction  de  /.  On 


/|/}  G. -II.     II\LPIIEN. 

a,  l'Il  rilcl, 


((il)  S 


IN[.;^+?j(7  — 3iV23) 


i- 


M 


l'galilé  où  l'on  iiii'llra,  au  socoiid   membre,  ^^— - —  à    la   place  de  .s". 

?.  <  H-  3     , 

Pour  .s',  on  prendra  la  relation  analogue  où  Fou  niellra  ^^-^ — '-  à  la 

place  de  .v'-. 

C'est  en  vue  d'effectuer  complètement  les  trois  dernières  Iraiisfor- 
malioiis  du  second  ordre  que  j'ai  calculé  F  et  $.  J'arrive  à  ces  Irans- 
formalions. 


Les   trois  fonctions   de  l'ordre  proprement  primitif. 

Aux  périodes  2^,  2 il',  définies  par  les  relations  (5o), 

TCO  =:  2O,  'zw'=U,'—ù, 

correspond  une  nouvelle  fonction  Pu,  dont  je  dénote  les  éléments  par 
des  lettres  majuscules.  La  transformation  conduit,  par  le  même  calcul 
que  plus  haut,  à  la  relation  suivante,  analogue  de  1  égalité  Cii), 


_^     \/{e  —  e'){e  —  e")  _  E  —  E' 
^  e  ~~       E"      ' 

Le  premier  membre  est,  en  valeur  absolue,  égal  à 


v'(3-20(3  +  2/), 


quantité  réelle,  puisque  /  est  purement  imaginaire.  D'après  la  nature 
de  la  fonction  P,  dont  les  invariants  doivent  être  réels  et  le  discrimi- 
nant positif,  les  trois  quantités  E,  E",  E'  doivent  être  réelles,  rangées 
ainsi  en  ordre  décroissant;  de  plus,  le  rapport  Q,'  ]  t'Q,  étant  supi'iieur 
à  ruiiité,  E"  est  négatif,  et  l'on  aura 

F  —  E'         , 

(G2J  ^  p,     =  V!)  —  ^i'=  '/*■•'>■'; 
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le  signe  est  ainsi  choisi,  parce  que  5  el  .s'  sonl  des  quanlilés  conjuguées, 
comme  il  résulte  du  calcul  précédent,  et  que  //  est  réel  el  négaliC. 

Ayant  obtenu  s  et  s'  en  fonction  rationnelle  de  /,  nous  avons  donc, 
sous  la  même  forme,  les  éléments  nouveaux.  Mais  il  faut  réduire  leur 
expression  à  la  forme  la  plus  simple,  et,  pour  ce  Inil,  je  vais  ex- 
primer fss'  par  une  fraction  du  premier  degré.  Soit 

H 

(ss  =  p 

la  fraction  cherchée.  Ayant  mis  la  relation  (6i)  et  son  analogue  sous 

la  forme  ^ 

S  ,       S' 

s  = 

on  conclura  que  l'égalité 


"    rp  '  *-'      rr^i 


iSS'  _  H  _ 
TT'         G  ~  ° 

a  lieu  en  vertu  de  l'équation  V  ^  o.  Le  premier  membre  est  donc  divi- 

KV 
TT'G' 


KV 

sil)li'  par  V,  et  doit  avoir  la  forme  „^,p  •  De  là 


(63)  '-^^^  =  11, 

ce  qui  doit  être  une  identité.  Il  s'agit  donc  de  trouver  les  deux  poly- 
nômes du  premier  degré  G  et  K  par  la  condition  que  le  numérateur 
soit  seulement  du  troisième  degré  au  lieu  du  quatrième,  qu'il  soit  en 
outre  divisible  par  TT'.  Le  quotient,  du  premier  degré,  sera  le  bi- 
nôme H. 

En  substituant  dans  l'égalité  (6i),  on  a  d'abord 

S  =  t[Ns--h2^('j  -3isf2^)]  =  2.3i/-3.i7-  3(2/  +  3)/v'23, 
T  =  t(s'  +  M)  =  i\5t-3-\-2  /<  v'23 , 
S'=2.3i<-^3.i7-3(2<  -3)i^, 
T'  =  2 ' . 5 /  -(-  3  —  lit \f23 , 

\  =  (2t-3)T--  tS-  =  -(2t  +  3)T"-htS'\ 
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Pour  T  =  o,  on  a  ainsi 

on  doit  donc  avoir 

(64)  S'G-t-KS  =  o        (div.  T) 
et,  semblal)lcmcnt, 

(65)  SG-KS'  =  o        (div.T';. 

Au  moyen  des  égalités 

T  +  T'=2\5/, 

(2^5- w'^)T-(2^5  +  /v'^)T'--2».3.5, 

on  peut  exprimer  S  et  S',  sous  forme  linéaire  et  homogène,  en  T  et  T'; 
on  trouve  ainsi 

S=        (il +/v'^)T-2(3+jv/23)T', 
S'  =  -2(  3-fV^)T4-(ii-iV23)T'. 

Par  là,  les  deux  conditions  (Cj)  et  (65)  deviennent 

(i  I  -  /v/23)  G  -  2(3  +  ?v'23)  Iv  =  o         (div.  T), 
(i  1  +  is/^)  G  H-  2(3  -  «v'23)  K  =0         (div.  T'). 

Si  donc  on  pose 

G  =  yT  +  Y'T',         Iv=-AT4- A'T', 

on  obtient  les  conditions 

(i  I  —  i\/23)  y'—  2(3  -!-  i\/23)k'  —  o, 
(i  I  +  i\j2.3)^[  -t-  2(3  —  i\i3)h  =  o. 

En  exprimant  enfin  que  le  terme  du  quatrième  degré  disparaît  dans  le 
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numérateur  (G3 ),  on  trouve  la  dernière  équation 

2'.73[(2o  +  j  v'23)  Y  +  (20  —  /v'23)y'] 

=  7 . 1 9  «  v^23  [(  20  +  i \Ji'i  )  A'  -h  (  20  —  /  v^23  )  /«■'  J . 

Les  équations  précédentes  fournissent 

2'A-'=  (5  —  7fv'23)y',         i^k  =  —  (5  +  7/v'23)y. 

Substituant  dans  la  dernière  et  prenant  arbitrairement  un  coefficioiil 
de  proportionnalité,  je  trouve 

y  =  i(3 . 1 1  +  ,5^■^/Ï3),         y'  =  i(-  3 . 1 1  +  .T /V'23), 
A-  =  2 ( 5  —  2 j y/23 ) ,  A'  =  2 ( 5  -h  2 / v'23 ) , 

d'où  résulte 

G  =  —  3 .  - 1 1  +  2 . 7 . 1 9  ?V  v'23 , 

K  =  2^(2.73/  +  3/v''23). 
Il  reste  à  trouver  H.  A  cet  effet,  je  prends  /  =  |,  ce  qui  donne 

et,  par  conséquent, 

TT'H  =  fS(S'G  +  SK). 

Pour  '  =  I,  nous  avons 

S  =  2.3(7-3/v^),         S'=2\3% 

K  =  2'.3(73  +  «v'23), 

G  —  3(—  3.1 1  +  7.192  v/23), 

S'G  +  SK  =  2'.3-(48i  +  ii.i7îv/23). 
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D'aulrc  part, 

T  =  3(19  +  /v'^)  -  |(  )  -  isl^){''>  +  isf^), 
T  =  3(21  -  /V23)  =  K  'i  —  3jV^)(3  -h  l's/-^), 
TT'=-  ^(ih-5«V23)(;'>  +  ?V23)% 

f S  =  3^7  -  3iV^)  =  -  f  (-^  +  iyj^y. 
Il  vient  doue 

(11  +  5  «Vâl)  II  =  2\  3^4^  1  +  1 1 . 1 7  isj^) 

ou  finalement 

H  =  2'.3K7-Ii-'V23),         {f=l)- 

Le  changement  du  signe  de  l  et  de  v'23  laisse  inaltérés  Y  et  (1,  change 
K  en  —  R,  échange  T  et  —  T',  ainsi  que  S  et  —  S';  ce  changement  a 
donc,  pour  effet,  de  reproduire  II,  changé  de  signe.  On  a  donc  aussi 

H  =  - 2^3^7-1  i  +  «V23),        ('  =  -^)- 
Par  conséquent,  pour  /  quelconque, 

II  =  2'.  3(2.  7.11^-  3isj2Ï). 
(  iommc  vérification  de  ce  calcul,  prenons  /  =  o,  ce  qui  donne 


-KV  =  2^3''/v'23,     ) 

/  =  o. 
TT'II  =  2\3^/v^, 


J'ai  donc  la  formule  cherchée,  savoir 


t.ss'  - 


H  _  _  2^3(2■7.^l<  — Siy/^) 
3^1 1  ^  2.7. 19(7^/28 


G 
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.MctlaiiL  /  =  —  )  on  la  change  en  la  siiivanlc  : 
,.,,  ,    ,       2^(01/23  —  3.7.11)/ 

(  <j4  )  /■«  =  ^-^ 7=5^  • 

"C4-7.I9V23 

Remplaçant  enfin   c   par    son    expression   (^G),  j'en   dédnis,    sui- 
vant (61). 

(  bo  )  — 


—    8  E  '  .y  ,   y/33    _1_    ,   I  (   ^-    _(_    /,   ) 

Prenant  arbitrairement  un  coefficient  de  proportion,  je  poserai  donc 

[    E  =  21  v^  +  32  +  (8v/^  +  1  i)( -  +  A), 
(66)  j  E'  =  2 1  V  23  -  3-i  -  (8 v'T3  -  1 1)(  -  +  h  ), 

(     E"=  —  42^23  —   22(  o-  -+-  h  '). 

Pour  les  deux  autres  fonctions  P,  et  Po,  les  formules  seront  analoii'ues, 
g -^  h  étant  remplacé  par  Og-h^'h  ou  ^Pg-hO/i.  Par  les  ('■galités 
(ûo),  il  est  manifeste  que,  clans  ces  formules,  E"  est  remplacé  par  K\  ou 
E.,.  Mais  il  reste  à  savoir  dans  quel  ordre  E  et  E'  sont  remplacés  par  E, 
et  E",  ou  Eo  et  E" .  Pour  ce  but,  supposant,  dans  le  second  membre  (G)), 
g  -+-  h  remplacé  par  0^-  -+-  (i-/i,  multiplions  les  deux  termes  par  le  con- 
jugué du  dénominateur,  ce  qui  donne 

[4  +(0  -  +  0V/)v'i3]  [21  V23  +  1 1  (O-'^'-  H-  l)h)\. 

La  partie  imaginaire  de  ce  produit  est 

(2..23-4.ii)a'-/0^'; 

le  coefficient  de  i  est  positif.  L'échange  de  E  —  E'  en  ±  (  E,  —  E,  )  doit 
donc  être  fait  de  manière  que  dans 

_  E.  -  t^. 

--ET- 

Jour/),  de  Malli.  {\'  série),  tome  V.—  Fasc.  f,  1889.  7 
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la  p;nii(^  iiiiagiiiaii'c  soil.  posilivc.  l'^n  riiiployaiU  les  séries  .'r,  on  trouve, 
|H)iii'  la  partie  principale, 

17  17''  '^      71  V  2:1  f  .    ,'~5"v 

~Ë^  -  ~  Tu'       '       '         l  o,   -  3 —  )' 

les  autres  ternies  sont  sans  iniluence  sur  le  signe  de  la  jiarlie  imagi- 
naire :  c'est  le  signe  p/i/s.  C'est  donc  E",  qui  remjtlace  E.  Quant  à  la 
l'onciion  Po,  ses  éléments  sont  conjugués  des  précédents.  Ainsi,  en  pas- 
sant aux  fonctions  I*,  ou  P;,  on  doit,  dans  les  formules  (66),  remplacer 
g  -h  h  j)ar  ()g  -h  ()■  h  ou  par  0-^,»  +  OA  et,  en  même  temps,  E,  1^',  E"par 
l\,  J*^|,  E'i  ou  par  E!,,  1^,  Iv, . 

Ainsi  est  pleinement  achevée  la  solution  du  problème  jiroposé. 


Comparaison   avec  les  résultats  antérieurs. 

Soit  |)Osé 
/ ,.     ,  {e  —  e'  )(e  —  e")        q  —  f^t- 

i'renons  V(/ )  V(  — /),  puis  remplaçons  /'-'  |)ai'  son  expression  en  y, 
savoir 

r-  =:  y  -— - . 

4  n-4.'- 
Nous  obtenons  ainsi,  pour  )',  ré(pialion 

(  4j-  4- 1  )(■.)•  —  79)'  +  7'.  2'3('7_v  -  3)-  =  P, 
(|ul,  ('-tant  développée,  se  réduit  à 

C'est  Térpiation  donnée,  par  le  11.  IV  .loultert,  dans  les  Coi/iptfs  n'ii- 
dus  di-  1 S60  (i"''  semestre,  p.  912).  Sa  résolution  sufdt,  bien  en- 
tendu, pour  défmir  explicitement  les  fnurtions  cliercliées,  puisque  lin- 
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variant  absolu  est  ralioniicl  <mi  /-.  D'une  manière  géiiéiaic.  j)((iii'  lonle 
fonction  elliptique,  on  a 

(68)  p=-,=  2^0'-2)(l+4/)% 

[   p'--i  =  2\3''j^(;i +  !>')', 

en  désignant  par  p  un  coefficient  d'homogénéilé,  dont  fi^pressioii  esl 


^  _  Sy/i  +  A/  _        9g 
1^  e'—e"  (e'  —  e")- 

Ce  coefficient  p  peut  être  pris  cul  lihiUmi  ;  aussi  les  invarianls  sont-ils 
définis  par  la  seule  quantité^,  ou  par  /-.  Mais,  pour  avoir  les  quantités 
^,  e',  e",  sans  nouvelle  irrationnelle,  il  faut  connaître  /. 

Semblablement,  à  Tégard  des  trois  fonctions  répondant  à  Tordre 
proprement  primitif,  la  connaissance  dey  suffit  aussi  pour  définir  les 
invariants.  Effectivement,  en  prenant  la  Iransforinalion  du  second 
ordre  c[ui  fait  passer  de  p  à  P,  ainsi  que  la  Iransformalion  inverse,  on 
a  les  deux  relations 


v/(e  — e'){e  — e")         E-E'  ,       \'(  E"— E)(  E"— E' )         e  -  e" 

2  =   T^, )  rt  2 T=r7, =^   ) 


et,  en  posant  encore 

y_  (E"-E)(E"-E') 
~  (E  — E')-^ 

on  en  déduit  la  relation,  bien  connue, 

Prenant  maintenant  les  formules  (68),  y  mettant  des  lettres  majuscules, 
au  lieu  de  o.,,  gi-,y-,  •  •  • ,  puis  remplaçant  Y  par  — ^  et  )•  par  son  e\- 
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[)respion  imi  t'onclioii  de  r-,  on  Iiohac 

A-C,,  =  3(l[C-  +  -2'j), 
A^'(;,  =  f(8c-  +  8i), 

le  rocl'liticiil  A  ;i  rpxpressioii  suivaiilr  : 

SiE" 


\  = 


'ir(E"-K)(l-:"-E') 
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S//r  un  théorème  cl' Électrodytiamique .  Note  fcctijicdtivc : 


Pau  m.   p.   DUHEM. 


Dans  un  récent  Mémoire  publié  sous  ce  titre  ('),  nous  avions  cru 
pouvoir  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  connaît  l'action  qu'un  courant  fermé  et  uniforme  exci-cc 
sur  un  élément  de  courant  uniforme ,  et  si,  de  plus,  on  assujetti/  ta 
loi  élémentaire  à  satisfaire  à  la  condition  que  le  traitait  produit 
dans  le  déplacement  de  deux  éléments  de  courant  par  les  ai-lions 
mutuelles  de  ces  deux  cléments  dépende  uniquement  du  chaniie- 
ment  de  position  relative  des  deux  éléments,  la  loi  élémentaire  est 
absolument  déterminée. 

Ce  théorème  n'est  pas  exact. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  d'envisager  les  diverses  lois  élémen- 
taires que  l'on  obtient  en  donnant  diverses  valeurs  à  la  constante  A 
dans  la  loi  de  M.  Helmholtz;  toutes  conduisent  à  la  même  loi  poui 
l'action  d'un  courant  fermé  sur  un  élément  de  courant,  toutes  salisf'oi}! 
à  la  condition  précédente,  et  cependant  elles  sont  toutes  distinclcs. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  cjue  notre  démonstration  conlieal  une 
faute  de  raisonnement;  nous  croyions  (p.  38g)  obtenir  des  résultats 

(')  Journal  de  Mathématiques,  4'"  série,  t.  IV,  p.  869;  1888. 
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iii)ii\t'au\  Cil  ('(  rivaiiL  ([uc 


/  F  cos  (  F,  r/.v  )  ds'  —  1 1 


poui-  IduI  circuit  .s',  alors  que,  d'après  rcxpression  donnée  (p.  388), 
h'c()s(  F,  ds)  est  une  dliïcrenticlle  tolale  par  rapport  à  s',  en  sorte  que 
la  condition  précédente  est  une  identité.  Cette  faute  de  raisonnement 
u'csl  masquée  ([ue  par  des  fautes  de  calcul. 
Xolic  lluMircme  doit  donc  être  rejeté. 


SUn    LE    DÉVELOPPEMENT    DE    l'eXPRESSION     [  R' —   >  U /' COS  0  +  Z'  |  '  '  .       KJ 


Sur  le  dévcluppemcnt  de  /'r.vprcs.s/u/i 
j  R^  —  2R/-[cos«  cosu'  cos(j;  —  x')  -+-  sin  w  siii«'  cos(^  —y'  )\  +  r-  \ 

Par  m.   T.-J.   STIELTJES. 


1.  La  théorie  du  potentiel  a  été  étendue  à  un  nombre  quelcoiicjuc 
de  variables  par  Green.  Dans  le  cas  de  quatre  variables  il  faul  consi- 
dérer l'expression 

(')  T 


{j::,—  r,  )-  +  (  .r„  —  )-,  y  +  (  .r,  —  y^  f -h  (  jr,,  —  )  ■  )' 

qui  satisfait  à  Térjuation  diflerentielle 

,  ^,  d^        fPT        fPT        <)^  _ 


Posons 


(3) 


X,  =  rcos«cos.i',  j',  =  R  cos?/' cos.f', 

X.,  =  /•  cos«  sinj;,  y.^  =^  R  cosu'  sin.//. 

x^  :=  /•  sin  u  co»y,  y.^  =  R  sin  u'  cosy', 

X,,  =  /-sin»  sin_/,  y.,  =  R  sin  m'  sinj'', 


on  aura 


(4)  T  = 


R'^  —  i\\r  cos (5  +  /■- 
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OÙ 

(.5  )      coso  ^  coaa  cos  u'  cos(x  —  x' )  -f-  s'mu  siaw'  cos(^''  —  y' ). 
Rn  développanl  T  suivanl  les  puissances  croissantes  de  /•,  il  vient 

0 

j    .   ,x  sin(/(  +  i)(i  ,        ,  11'  1       , 

Ici  V„= -■ est  un  polynôme  du  de^re  ii  en  cosoi,  dont  on 

"  SI  11  9  I  J  t^  .  ' 

liouve  Texiiression  en  écrivant  d'aliord 

-^  r"  (  2  R  cos ti  —  /■  )" 

—     Z.    0  2^  +  2 ' 


IV-— /-(aF^cosç,  — /•)        ^  R2«^ 

0 

i,  en  cherelianl  cnsuile  le  coefficient  de  /•", 


V„  = 


sin(  /;  -h  l)œ 


sino 

i        =  (acosy )"  -  '^-^  (  2COSO)"--  +  ^"  ~  "^^^  ;'  ~  ^^  (  2COS9)''""  ^  ■  • 

En  introduisant  ici  au  lieu  de  cos'^  sa  valeur  (5),  V„  deviendra  un 
polynôme  du  dej^ré  //  en  cos(.r  —  .r)  et  co^{y  —  y' )  qu'on  pourra 
développer  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  r  —  x'  cl  y  — y' .  C'est 
ce  développement  que  nous  nous  proposons  d'obtenir. 

2.   Clierclions  d'abord  la  transformée  de  l'équation  diilérentielle  (2) 
après  l'introduction  des  nouvelles  variables  /■,  11,  x,  y. 
Les  relations  O)  donnenl  facilemeni 

(/■'■-^  -f-  (/.cl  -+-  d.i:\  -\-  dx\  =  df-  +  V-  dir  +  /-'cos'"  a  dx-  -h  /--sin-  u  dy- 

el  de  là  ou  conelul,  d'après  un  tliéorème  bien  connu  de  Jacobi, 


-t-  (  /•■  SUl  //  cos  '/  y-  )  -I-  -:;-  (  '•  SUl  II  COS  U  -, 


ou  V  Ou 


-z-    /-langw  -r- 
(i.f  \  ^      a.x 


d'Y\         ,)  f         .      ÔT\ 

r  col;/  -—     ==  o 


ôy\  àyj 


(H;  < 
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OU  hieii 

()r-  ()r  dir 

,n  r       ,r-T  I       à'T 

-T-  2  col  2//  ~. i :, ^-T   +    ^-J-    -^-7   =  O. 

ail         cos- 1/  Or-  s\n- ii  ôy- 

En  iiUroduisant  niaiiilenant  au  lieu  de  T  le  développenienl  ((i),  ou 
obtient  pour  Y„  la  relation 

-^r^  -f-  2  cot  2  II  -^ 
,  ,    âir  au 

^^■^  1  I       d'\„  I       r)-V„  ,, 

I  cos' Il    ut-  sin-«     <))■- 

C'est  cette  équatiou  dilTérenticlle  linéaire  (jui  permet  d"oi)liMiir  faci- 
lement le  développement  cherché  d(^  V„  suivant  les  cosinus  des  multi- 
ples de  X  —  x'  et  de^'  ~  y  • 

5.  Ou  r(^cf)uuail  sans  [)eine,  par  riiispectiou  di>s  formules  (  5)  el 
("j),  ijue  ce  dévelop[)ement  se  compose  dune  si'rie  de  termes 

Ccos/(.A'  —  x' )  cosA-(  )•  —  y'), 

où  /,  A"  sont  des  entiers  tels  que  n —  i  —  k  est  pair  el   non  négatif. 
Ensuite  on  voit  c|ue  le  coeflîcient  C  est  divisible  par 

(cos?/  cos«')'  (sin//  siu//'  )'' 

el  que  le  quotient  est  un  polynôme  en  s'm'-  a  et  siu-//  . 
Nous  posons 

(lo)    '  V„=V'V'/,R«^_cos/(.r-x-')cosA-(_,--y), 


avec  cette  convention  que,  lorscpie  l'un  des  indices  ;',  7^  est  égal  à  zéro, 
il  faudra   remplacer  le  coefficient  /j  ])ar  2,  et,  lorsque  /  =  A  =  o  (ce 
qui  n'arrive  que  lorsque  n  est  pair),  il  faudra  remj)lacer  !^  par  i . 
l'^ii  introduisant  le  développement  (ro)  dans   l'équation  différen- 
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tielli'  (<)),  on  obticnl  pour  H"^  r('i|ualioii  différentielle 


(M)        - 


du- 


2  col  2  M 


dW'U 
du 


ii{n  H-  2  )  ■ 


k'- 


CO-,- It  i,\\\- Il 


"^1,= 


Va\  posant  maintenant 

R;;,=  cos'«sin^«S:^„ 
S"/,  sera  un  [)olynùnie  entier  en 

/  =  sin-  Il 
et  Féqualion  (  i  i  )  nous  donne 


(12)         l(^-t)—J^ 


(>•>') 


<)n  en  conclut 


/'  -f-  /,■  —  n 
:  ^ > 

,  /  -+-  k  +  /(  -4-  a 


'  Y  =  A-  +  1 . 
S-A=  (:i(a,  [i,  Y.sin-;0; 


a  en  effet  est  un  nombre  entier  négatif,  en  sorte  «pie  la  S(''rie  hyper- 
géométrique  se  réduit  à  un  polynôme. 
D'après  cela,  on  doit  avoir 

1{''^  ^  Ccos'«  sin*«  J(  a,  ^,  y,  sin-// j, 

(\  étant  indépendani  de  //.  Mais  il  est  clair  que  le  coenieicnl  11,''^  est 
symétrique  en  //  et  //';  donc 


(i4) 


^   R"/t^  c'.'^  (cosM  cos«')' (sinMsin«' )'^ 

(  X  J(>,  [3,  y,  sin-//.)  J(a,  p,  y,  sin'//' j. 


c";;  étant  un  coefficient  numérique  (piil  leste  à  déterminer 


(.6) 
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4.   Pour  cela,  posons  u  =  //';  on  aura 

cos^  ^  (  r  —  /)cos(.r  —  .//)  +  /cos(_)-  —  y' )■, 

el,  à  cause  do  /+  /.  —  2a  =  «,  le  coefficicnl  de  /"  dans  R"^  esl 

■(i(p  +  i)...(p-«-i)- 


(-•)'<. 


ï(ï +  ')•••(•.'-«-')  ^ 


Mais,  d'autre  part,  d'après  la  formule  (7  ),  le  coefficienl  de  /"  dans  V„ 


est 


2"[cos(j'  —y')—  eos(.r  —  a;')]". 
En  posant  donc  pour  simplifier  x'  =  •?:,  y'  =  o,  on  doit  avoir 


I  2"(cosj:  +  cosj')" 


(i5) 


^  ^  '\^'L 


cos/',r  cosA|'. 


Mais  le  développement  de 

2"(cos.r  +  cos_)')" 
se  trouve  directement  sans  difficullé,  et  le  résultat  esl 


2"(cosa^  -+-  cosj')" 


\\(n)n(n] 


: -, —  ros  la-  tos/,'  y. 


La  comparaison  de  ces  formules  (r  j)  cl  (iGj  donne  la  valeur  clier- 

n  —  /■  +  k  \  -j-T  /  Il  +  ('  +  /. 


chce  de  c"^ 


(17) 


c.. ,.  = 


m^-^^m 


) 


Wi—^)"^ 


n^i  —  k 


n('A)n(/o 


5.   Voici  maintenant  comment  on  obtient  le  développement  (l'j). 
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<  )n  a  (raixjrd 

2"(COS.r  +  COSV  )"=V  (//),.(  2COS.r)""'(  2  cos_/)'  , 

ni  ])osaiil 

,    ^  /i  (  «  —  I  ) . . .  (  /i  —  /■  -h  I  )  n  (  /i  )  

cl  romiiii"  (Ml  a,  (raulro  [tari, 

(  2  COS  ./•  )"  =  ^    2  (  //  )„  _  ,,  COS  /•  Ç- , 

il  vieil I 

2"Ccos.r  +c()s>-V'  =  V  "y  V  \{n')^.{n  —  '')„-,—  , ('')r-/.c^^'-''^'^^^f^'yy 

cl,  Cil  ccri\aiiL 

2"(cos./- +  cosk)"=  V  y  ]e",cof,(x cosky, 
on  aura 

OÙ 

/•  =  A-,     k  -h  '2,    />■  +  4 7     •  •  ■  •.    "  —  '• 
Soil  "  ~  '  ~     —  ,/,^  -  ~     =5;  l'expression  précédonlc  devieiil 

u 

Mais  on  voil  l'acilcmeiil  que 

(  //  )k,,J/i  —  k  -  2.S-  ),„_//i  +  25  ),  =  (n),Jm.  ),(/'  —  w  )av.v    , 


donc 


';/^  =  (  /^  ),„ I (  ///  )„ (  //  -  m  )„  ,„  /,  +  (m), (il  —  //0«-,«-A-i  +  •  •  •  I 


I 
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on 

(^'U  =  (")m('l)u-m-/., 

ce  qui  fournit  le  développement  (iG). 

On  voit  que  e'Jf.  est  le  produit  de  deux  coefficients  binouiiau\,»il  en 
est  de  même  de 

''Ik^i'i  -  "Oki"  —  '"'  —  i)k- 

6.   Voici  donc  le  résultat  de  cette  analyse  : 

i  R-  —  2R7-[cos?/  cos«'cos(./;  —  x'  )  -\-  sin?/  siu;^'  cos(/  —  >'  )|  -+-  ''' 

_  V  y     '■" 

0 

V„  =  V  V  4c"^('cos«  cos;/' )'(siu//sin;/')'' 

X  S(7.,  [3,  Y,  siii- wj  j'(  a,  p,  Y,  sin-«')  cos/(.r  —  ./;' )  cosL(y  —  y\ 

i  +  /i  —  Il 


rj  i  +/.•   +   «    +    2 

P—    7, ' 


Y  =  A -t-  I , 


n(^^^^'  n( 


/l (  />■   \    TT  /    'I   -h   i  / 


nF4^')n(^^^)">'-'H'.^ 


M.  Tisserand  a  obtenu  d'abord,  dans  le  tome  LXXXIX  des  Compte.^ 
rendus  des  séances  de  l'Acadéniie  des  Sciences,  ce  i'{''sullal,  (\n 

.1          1'                 •        sin(«  -f- 1  )  i 
posant  flans  1  expression  — ^^^ ^ , 

'-  SU) 'i 


■;s 
en 


cos-p  =  cos^'t/  cosx'  +  sin-«  cosv 


et  en  développant  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  ./•  et  de  y,  h 
coefficient  de  cos/j:cosAy  est  égal  à 

!\c'l i^co^-' a  ûn'^'' Il P (y.,  [3,  y,  sin-//). 
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Mais  là  découverte  de  ce  beau  résultat  a  été  extrêmement  labo- 
rieuse, comme  on  peut  le  voir  par  l'analyse  compliquée  par  laquelle 
M.  Tisserand  a  démontré  son  résultat. 

En  réfléchissant  sur  cette  belle  formule,  nous  avons  observé  d'abord 
qu'en  posant 

cosç  =  cosu  cosw'cosa;  +  sinii  sinu'  cosy, 

les  coefficients  devenaient  des  produits  de  fonctions  analogues  en  a 
et  w',  et  nous  avons  trouvé  ensuite  dans  l'extension  de  la  théorie  du 
potentiel  au  cas  de  cjuatre  variables  l'origine  vraie  de  cette  formule. 

Nous  observons  qu'un  point  essentiel  de  notre  analyse  consiste  dans 
ce  changement  de  variables 

Xf  =^  /-COSMCOSX, 

x.,  =  r  cosu  sina?, 
X,  =  /■  sin  u  cosy^ 
Xi  =  /'sin?/  sin)'. 

Green,  Jacobi  et  d'autres  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  cette 
extension  de  la  théorie  du  potentiel  ont  introduit  d'une  autre  manière 
des  variables  analogues  aux  coordonnées  polaires,  en  posant 

X,  =  /•cosO|, 

X.,  =  /-sinO,  cosOo, 

x.j  ^  /-sinO,  sinO^  cosG,. 

a;,  =  7'sinO|  sinOo  sinO^. 

7.  U  est  clair  que  notre  analyse  est  parfaitement  analogue  à  celle 
de  Laplace  concernant  la  fonction 

X„(cosO  cosG'-i-  sin 6  sin 6'  cosç). 

Il  serait  facile  de  poursuivre  cette  analogie  et  d'arriver,  par  exemple, 
au  développement 

(i8)  ^(«,.T,7)  =  2Z^ 


Sin    LE    DÉVELOPPEMENT    DE    l'eXPRESSION    [  R^  —  2  R/' COS  0  + /"  ]     ' .      <)  i 


OU 


7t 

/      \      nm        "  +  >     /■''    •  /        /■'"   /''"^z  .  siii(/;  4-1):.    ,        , 

(19)     Z^"'=^^-^l     ^\nu,coiit/,dii,  I       I       ,T(?/,,x,,  r.) — ïh;7~   ''' ' ''' ' 


et  lelle  que 


coscp  =;  cos«  cos//|  cos(.f  —  J'i  )  +  sin//  sin//,  cos(  )'  —  >■,  ), 

r^(u,x,y)   étanl  une  fonclion  arbiLraire    conlinne,  donnée  j)oui'  les 
valeurs 

<•<  "  <  2' 
<.<.'<  2-, 
..<.>•<  2-, 

^{o,j:,y)  esl  indépendanl  de  j', 

sl-,x,yj  est  indépendanl  de  j^', 

,i(u,o,y)^ri(tf,  ■2r,,y), 
S(ii^  -r,  o)  =  J(  //,  .r,  271  ). 

Mais,  au  lieu  d'insister  sur  ce  sujet,  nous  croyons  être  plus  utile  en 
appelant  Tattenlion  sur  (pu'lques  autres  formules. 

8.   Soit 

V„  =  COS/iCp,  C0S5  :=  X, 

\„  est  un  polynôme  du  degré  n  en  x,  et 

(20)  (,  -  X')  ^  -x'^J^  +  //n^,=  o. 


En  posant 
on  trouve 


dx^  dx 

X  =  cos^«  +  sin^w  cos'l, 


T—  =  2sinw  cos//(  cos'J;  —  i  )  -, —  , 

JU  \  T  /     ((  i- 

-^rr  ^— sin  «sui'i^  -, —  > 
d<J>  '    dx 

-— ^"  =  4sin-//COS''«(cOS'^  —   l)-  —1-^  4-  2COS2//( cosj/  —   1)  -- ^ 

-rr^  —  sur  «  sur  J;  — r^; sni-«  cos'J/  -;—  ■ 
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\a\  siibsliluanl  ces  valeurs  dans  Texpression 


•1  en  (Irlerminanl  a  et  [3  parla  condition  que  le  coefficient  de        .,"  soil 


l'i^al  à  I  —.'•',  on  obtient 


I  <)'\„  1      d'-\, 


/i    du-  iin- 1/    d'Y- 

^(  I  —  .!■'  )    ~7~^    —    -  (C0S2;/  -T-  COS'I  —  C0S2?/  COS'j/  |  -y— 

cl  ensuite 

4  du-         siii'-«    ô'\-  4siuMC0s;/    df         ^  '  dx  t/.r  ' 

tl<jnc.  d'après  (20), 

Mais  il  est  clair  qu'on  peut  développer  V„  suivant  les  cosinus  des 
multiples  de  ij;  et  en  posant 


{1-1)  y„  =  ^^l^ç<^^i■\,  /  =  0,1,2, 


//. 


On  trouve,  en  portant  ce  développement  dans  Térpiation  (21J, 

ou,  en  posant  R"  =  ('sin«)"S",  sin-//  =  /, 

(23)     /0-0S^+(2/+T)(,-/)§^+(«=-?)S;.'  =  o; 
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d'où  l'on  conclut 

s;  =  c.f(/-  /?,/+//,  2/+  i,/) 

et 

R^'=  C(miii)-' ^(i  —  ri,  i  +  II,  2/  -+-  r,  siuv/  ) 

La  dclermination  de  la  conslanlc  nnméiique  (]  s'eflectnc  cncoi'c 
sans  difficulté  en  comparant  les  coefficients  de  /"  dans  la  formule  (  22). 
On  obtient  ainsi  le  résultat 

I  coscp  =  cos-«  +  sin-MCOS'];, 

\                            \^'        U(n  ^  i  —  1  )        .    ., , 
(2^1)        '  coswcp  =  «  >    2 r--~ — :-  sm-'?/ 

\  X  5^(?  —  «,?-)-«,  2/  4-  I ,  sin^  //)  cos/']/. 

9.   On  doit  à  Hansen  un  résultat  analogue  (juil  sera  bon  de  rappeler 

ici 

[  X„(cos-;<cosx  +  sin-;/cosj-) 

(25)  !       ='^'y^'licl,cos"-'usm^'a 

I  "      *.  . 

\  X  ^(i-h  k — n,  ;  -(- A ■+  /?  +  1 ,  2/.  +  r,  sin-//  )cos/./-  eosA  )-. 

L'analyse  de  Hansen  est  très  complicjuée,  mais  M.  Tisserand  a  fail 
voir  (Comptes  rendus,  t.  XCVII,  p.  8i5)  qu'on  peut  obtenir  cette 
formule  d'une  manière  analogue  à  celle  qui  vient  de  nous  donner  le 
résultat  (2^). 

Mais,  cjuoiqu'on  parvienne  ainsi  d'une  manière  élégante  à  élaltlir 
ces  formules  (24),  (sj),  il  nous  semble  pourtant  que  la  véritable  ori- 
gine analylicjue  de  ces  formules  et  des  expressions 

cos- w  +  sin-«  COS'];, 
cos-  u  cos:r  +  sin-  u  cosj-' 

reste  à  trouver.  Est-il  possible  d'arriver  à  ces  résultats  par  une  ibéorie 
analogue  à  celle  du  potentiel?  C'est  là  une  question  cjue  nous  avons 
cru  utile  de  poser  au  moins. 

Journ.  de  Math.  (  J'  série),  tome  V   —  Fasc.  I,  iS 


SUH    LE    DÉVELOPPEMENT    DES     FONCTIONS     IMPLICITES.  G^ 


Sur  le  développement  des  fonctions  implicites  ; 
Par  m.  F.  GOMES    lElXElRA. 

Professeur  à  l'École  Polytecluiique  de  Porlo,  aiieieii  iirole-^seiir  A  l'LIiiiversiU'-  île  Coïiiilire. 


Dans  uiu;  Noie  Su/'  le  déicloppeinciil  des  foiictutns  iiiipltcilcs, 
pul)li(''e  dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  (ippl!qu('-i-s, 
3*^  série,  t.  VII,  1881,  nous  avons  présenté  une  fonuiile  [)our  déve- 
lopper en  série  ordonnée,  suivanl  les  puissances  croissantes  de  ,r,  une 
fonction  u  définie  par  les  érpiatioiis 

à  savoir 

(  «=/(0  +  *-/'(O?i(0-t---- 

(^)  ,   ^„v«?^-'l/'(0[?.(0]"[?-2(0]P---[?/.(0p-!    , 

(  ^^   ^  a!  p!  Y!...),!,/i''->  -^..., 

où  la  somme  ^  se  rapporte  à  toutes  les  solutions  entières  positives  de 
l'équation 

a  -I-  2  ^  -H  3 Y  + ...  -I-  /,■  A  =  //, 
et  on 

/>  =  a  +  p  -i-y  +  . ..-(- A. 

De  cette  cjuestion  se  sont  ensuite  occupés  M.  E.  Cesaro  dans   les 
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Nuiti-elles  Ainialcs  de  Malhénialiqucs,  3^  série,  t.  IV,  i885,  el 
M.  David  dans  le  Journal  de  l' Ecole  Polvtrcintiquc,  LVII"-"  Cahier; 
1887. 

Nous  iweiioiis  aujourd'hui  sur  ce  sujet  pour  délcrminer  quelle 
valeui'  de  //  doil  être  considérée  comme  représenLée  par  la  série  (2), 
el  pour  éludier  les  conditions  de  convergence  de  celte  série. 

Théorème.  —  Soient 

/(:■),  'f ,(:;), '-po(;),  ...,'^/,{z)  des  fondions  Iwloinoi-phes  dans  Tin- 
térieur  d'un  contour  K; 

/  un  point  intérieur  à  ce  contour; 

a  une  quantité  positi\'(;  assez  petite  pour  que  la  condition  (|  A  |  repré- 
sentant le  module  de  A) 


(3) 


«?,(-^) 


»-?-2(=) 


z  —  l 


<> 


soit  satisfaite  le  long  du  contour  K. .  /  chaque  valeur  de  ./■,  cjui  satis- 
fait à  la  condition  |.r|<^a,  correspond  une  valeur  unique  z,  de  z 
e.ristani  à  l' intérieur  du  contour  K,  et  f(z,)  est  susceptible  d'être 
di'i/'loppre  e/i  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x 
au  moyen  de  la  formule  (1). 

Vm  elTet,  di^  la  coudltiou  (3)  el  de  la  coudiliou  [  ./•  |  <^  a  on  lire 

^- '■■'■?/.(  3  ) 


z  —  l 


z    -  l 


l 


<l, 


l'I,  par  consiMpiiMit, 


<1 


ou 


Donc,  on  peut  appli(pier  la  siuie  tic  Ija^i-aiige  aux  équations 

u=f{z). 
z^t^.v¥{z), 

V(z)  =  -:.fz)^.r'^Az)^...+  r''   '  -^J z); 
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ce  qui  donne  (') 


(4) 


ou 


.V"  rf'"-'![F(0'"/'(0; 


H„„ 


On  sait  que,  pour  les  valeurs  de  x  considérées,  la  série  (  4  )  l'^^l  con- 
vergente;  nous  allons  faire  voir  qu'elle  est  uinfoviiii'iiicul  c(jriver- 


gente. 


L'expression  de  R,„  donne 


""/ 


z  —  t 

->   ;, +  1  ^'f ',(;)! +...+  |.r^  cp',(-)1l'-/.v 


mais 


et 


I  — 


donc 


xY{z) 
z  —  t 

< 

.rtp, 

-  t 

+ 

x-ts 

-   t 

+  . 

< 

a -^,(3) 

-h 

Z  —  t 

1 

z  —  t 

xF(z) 
z—  e 

>i- 

xF{z) 

z  —  l 

>i-| 

3—  l 

H- 

x^'^^iz) 

z  —  e 

>i 

■J.  -^ 

-  t 

-1- 

«"?2 

(s) 
-  / 

x'-'f,{z) 

:■  —  t 

;  —  / 

./.■ , 


?/.(  =  ) 


«'■?/,•(-) 


X 


1    5  —  M 


'{'/..(j)  I  )"'-^'  ji  +  l  a'f;(3)|+...+  !a^-y;,(;)|;r/.9 


«?l(=)    j 

a*cf,(5) 
3  —  < 

')  M.  C.  JoHDAN,  Cours  d' Analyse,  l.  Il,  |>.  3oS. 
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SoH'iil  iiiairilenaiit 

M    le   iiiaxiiuuiii  de 
M,  le  maxinmni  de 


/(■■) 


I  +  I  a  ?',(-)  !  -^' 


M  ,  le  iiiaviiHuin  de 


«?,(5) 


II'  Ioiil;  du  contour  Iv.  Nous  avons 


?.(^)h 


«''■'f/.(^) 


mm,m:,"+' 


M., 


ds, 


ol,  par  conséquent,  s  représentant  la  longueur  du  contour  K, 


R™|< 


mm,m;"+'5 


])Our  toutes  les  valeurs  de  ./■,  dont  le  module  est  inférieur  à  a. 

(fournie  M2<Ci,  on  voit  donc  que  Ton  peut,  quelque  petite  que 
soit  la  ([uanlilé  s,  déterminer  m  de  manière  que  l'on  ait  |  R,„  |  <^  £  pour 
toutes  les  valeurs  de  ./;  qui  satisfont  à  la  condition  |  x  |  ■<  a. 

Donc  la  série  considérée  est  imiforn.émcnt  eouvci-griite  dans  le 
cercle  de  rayon  a. 

Cela  posé,  si  dans  la  série  (4)  <*n  pose 


F(/)  =  9,(/)  +  u-o2(0 


.^■^•" '?.(/), 


on  v(jit  facilement  (|u'on  peut  développer  chacpie  terme  suivant  les 
puissances  de  .r,  et  qu'on  obtient  des  polynômes  respectivement  des 
degrc's  o,  /i,  2/1,  .... 

Donc,  en  vertu  d  lui  lliéorème  bien  connu  de  la  théorie  des  séries  ('), 


(')   M.  WEiiînsTR.'kss,  j'>/o«(7/.s7/(?/7'(7(/e  clcr  /,.  AAaf/eniif  der  Wissenschnfteii 
zii  lifiliii,  iSSo;  liiillelin  des  Sciences  mcillicinaliqiies,  \i.  i(k);  1881. 
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la  fonction  /'(;,  )  est  susceptible  d'être  développée  on  série  oidoniiiM' 
suivant  les  puissances  croissantes  de  r,  et  convergente  dans  le  cercle  de 
rayon  a. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 

La  méthode  précédente  donne  même  la  série  trouvée  dans  mon 
article  antérieur. 

En  effet,  le  terme  général  de  la  série  (4)  est 

-r*  d''-'\  [y,(0+...  +  .r^■-'o/,(0]^/^'(0  ! 
h\  dt"-' 


OU 


x''  ^  a  !  [i  ! ...  X  ! 

où  la  somme  V  se  rapporte  à  toutes  les  solutions  entières  positives 

de  l'équation 

a  +  p  +  Y  + . . .  +  A  =  6 
ou 

y^''-'i[?.(0]°'[?2(0]P-.-[?A(0]\A0!  „.+2p....-.a 

Donc  le  coefficient  du   terme  du  degré  n  dans  le   développement 
de/(j|  )  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  ./•  sera 

Y  d"-'  1  [o.(0]°'[92(0]^  •  .[?/.(0]V'(0  ! 

où  la  somme  V  se  rapporte  à  toutes  les  solutions  entières  et  positives 

de  l'équation 

a  +  2  [3  -4-  3  Y  + . . .  +  /.-Tv  =  // 
et  où 

Z>  =  a  +  [i  -1-  y  + . . .  -I-  A. 
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E.vtrait    (/'////('    Lettre    à    M.    Hermite: 
Par  m.  F.  CASPARY. 


licriiii,  le  i8  noveinlirc  1887. 

\'Ai  combinaiil.  les  nouveaux  résullals  que  vous  avez  eu  la  houle  de 
me  eouimuuiquer  le  G  septembre  avec  vos  anciens,  expliqués  dans  le 
tome  52  du  Joni-iial  de  Crelle,  j'ai  trouvé  qu'il  y  a  une  liaison  intime 
et  intéressante  entre  vos  recherches  et  celles  de  M.  Weierstrass.  Voici 
uu's  remarques  : 

I.    Soil 

=  A.(y-a)(y-  b)  {y  -  c)  {y  -  d) 
nue  forme  du  quatrième  degré.  Vax  sujjstiluant 

(1)  y  =  — Ç 

l'I  eu  posant 

(2)  a  =  ay,  —  i  a,  =  ^~  ^"'' 


4  f{a—b){a  —  c){a  —  d)' 


^^  (a~b)y-''''  (a-c)y-''''^  (a-ct)^;-"^' 

l'expression    dilléreutiellc  — zf=  se  transforme    immédiatement   dans 

Vf  [y) 
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IVxnro«<ioii  -  Si  Ton  soumet  les  quaiili  li's  r^. 

c.,,  C3  à  la  coiulilioii 

el  si  Poil  |)ose 

celte  expression  (liir('MeMtiellc  ni-eiul   la  forme    ,  .         '  >  <^^|iii  *"st 

e\acleiii(Mil     celle    que    vous    avez    découverte^    (.hmriial  dr    Crrll.r, 
t.  .V2,  j).   S  )  el  ({uc  M.  Weierslrass  a  introduite  comme   forme  nor- 
male. L"int<''[;rale  de  cette  expression  est  représeuléc  par  la  fonction 
,<;  =  p(ii  ),  dont  la  découverte  est  due  à  ci't  illustre  géomètre. 
rVa|)rès  les  formules  (3)  et  (1  ),  o"  ■>  immédialenn'iil 


3  =  m  y  I  Y  -1 1 V 

"  '  \  rt  —  b         a  —  c         II  —  a 


0  r=  m- 


r7^/)' 


'  \  <7  —  h         a  —  f 
Cl  la  seconde  formule  (  2  )  fournil  i)our  le  fact(Mir  m  la  valeur 

m  =z—  —  (a  —  h)(a  —  c )(a  -—  d ). 
Donc 

a  p{u)-  -  (a-h)(a-c)  (a  -  d)  ^^--^^  +  ^T^.  +  .J^TT/ > 

((-,)         y=^      _ ^ _ 

'2.    On  peul  donner  à  la  sidislilnlion  (  1  )  la  forme 

_  a(^  — C.i)+P  +  af'3 _ 
•^  ~~  V  (..■>■  —  (?3  )  +  0  -f-  Yfj 
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Cumiiie  les  rormiilcs  (î)  fournissent  les  valeiii's  sui\aiiti'S 

[3  +  a c,  =  (l\  0  -f-  Y'-s }'  ^  +  y's  =  ^ ^,"177^ ' 

on  a 

a{b  —  d)-^d[a  —  b)  ?i^:i^ 
(7)  V=  '      "•■ 


■1  —  t'a 


D'après  les  formules  (3),  on  Ironvo 

''.  —  ^3  =  -7^  ('«  -  c)  (c/—  /y),         <",  -  f-,  =  ±  (cr  _  />)  (  (/  -  r  ) 
cl  conséquennnenl 

(  t'o  —  >',):{,',  -  *'.,)  =  («  -  l>)  (c  -  (l):(a  —  <■)(/)-  d). 

V.w  posant 

dl ( c...  —  c, )\{e,-  r-,  )  =  /.- ,  V'' .  -  «'a "  =  ? , 

la  l'orrnnlc  ("j  se  Lransl'oi'ine,  à  cause  de  ridenlllé 

s-,;dl=       ,^-"^1' > 

dans  la  relation  suivante 

/n  \  "{/'  —  d]  ~\-  (lia  —  b  )sn-' 

(  o  )  >'  =    '^ ^ '  1 

•'  b—d-^(a  —  b)%\\-\ 

qui  est  exacteniciit  la  vôtre.  \\\\  (•lian!j;eanl  «".,  en  r,  el  c.^.  on  Irouso 

a{b  —  d)cn^\  -i-b{a  —  d)sn'-i 


if'- 


(b  —  d)cn'z  -i-(a  —  rf)sn-ç 


'       (t(a  —  (■)(b  — d)(.\n-i-i- (-{a  —  b)  [a  —  d)>-\V-c. 

[a  —  c)  (b  —  (t)<\n-i-ir(i7  —  b)  (a^d)ii\-. 


V.    c.vsPAin , 


Si  l'on  ili>ii;nc  [)ar /*  cl  y  drux  (|uaiilil(''s  ailiilraircs.  de  la  ionniiK 
(8)ivsull,c 


py^'i 


(a  ~  b)  (pd-hf/)sn^i  -f-{i  —  d)(pa  -+-  '/) 


{a  —  h)sn-c,-h  h  —  d 
Va\  cDiiiiiaraiil  cclh^  rorniulc  avec  la  suivaiili' 


sii(  ;  +  co  )sn('ç  —  w)  : 


sii-ç  —  sn-(o 
I  —  A-sn-ç  sn^io 


a.  [iniii'  la  (li'li'i'iMmalioii  dos  (|iiaiilil(''s  p  cl  q,  les  l'clalioiis 

(  a  —  b){pd  -^  q  )  =  h  ~  d , 

pa  -\-  q  ^=—  sn-cù, 

{a  —  h)  '.(h  —  il  )  =  —  A-sir'co, 


(I  (Ml   r<'SUltlMll 


sirco  =(c  —  a)\(c  —  c/), 
pd  -h  q  =  —  {  b  —  d ):{  b  ~  (t ), 
]>a  -\-  q  —  —  { c  —  a  )  :  (  c  —  d) . 


ar  rnnsc([ii('nt,  on  a 


p  =  (a  —  A  —  r  +  f/)  :{a  —  h){  c  —  d), 
q  =  (  ^c  —  ad):(a  —  b)  (  r  —  d ) 


(lo)     .)•=. 


(id  —  bc  (a  —  b)  {c  —  d)  ^ 

a  —  b  —  c  -h  d  II  —  b  —  I-  +  d 


11(5  +  W  )  sri(  ï  —  W  ), 


ce  (|ni  csl  \oli('  ilcnxii'nic  iclalion. 

r».    On  lire  iinnK'diali'nii'iil  dos  fonunlcs  ("^  )  les  iclalion> 


(i  I  )     c,—  ('i= r'  A, 


r»,  =—  ^B,  (U  —  e.,——'-rT, 
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où  j'ai  posé,  ]>oiir  alirégor, 

A  =(«—  b){c  —  d), 
]i=(a-c)(d-  h), 
V^{b-c){a-d). 

A  cause  de  la  rdalion  (/()  irsultent  des  fonnides  (i  i  )  les  suivaiiles 

(12;   c.=  ^(B-r;,       .,=  i^(r-A),       .,,=  ±(a-ij,. 

cl  par  coiisét[ueiit  les  e\])ressioiis  (5)  se  U'aiisloriueiil  ainsi 

j  »-..=  i^(A^'  +  B^  +  n), 

(i3)  < 

!-^3=7^(B-r)(r-A)(A-li;. 

Si  Fou  pose  de  plus 

on  a 

En  désignanl  par  (Jo  el  (j'j  les  deuv  invarianls  de  la   l'oniic   lioiiio- 
gène 

/(/.  72)  =  ^V!  +  4aiî>7'7o  +  Gs/;/^  +  ^LQy^yl  +  cy^. 

cl  en  supposant  que  celle  forme,  par  la  subslilutiou 

y,  =  a.9,  -f-  [i.v,,         y.,  =  Y.9,  +  ô.s'2, 
se  transforme  dans  la  forme  homogène 


on  a 


(ao  -  (3Y)-y=  =  h' g,,  (aS  -  Py  )»(,.3  =  /^'^^ 
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I  )  aulr(>  pari,  on  liouvp 

dy     .'■««'ji — ,)'i'/)'2  =<°  —  Pï  .s%rf.Si  —  Sids, 


cl  Ion  aura  les  relalioiis  iiilrudiiilcs  an  coninnMicrnirnl  de  («'Ile  Ndh-, 
si  Ion  jjose 

ao  -  J^Y  =  sjTi,         >-,  :  y-,  =  y;         .v,  :  s,  =  -v. 

J)onc  (j'.,  =  ^'2  cL  i^^  =  g^.  En  j)osanL  di^  ]»lus  <|'  =  ^A,  on  lire  des 
formules  (i3)  el  (  i4)  It»  résullat  suivant 

,r^\         ^^        -^- lil =  1-     ^    ^1^:, 

'      -^    (A-+ B-  +  l'2)' ~  2    (B  — r)-^(r^A)-(A -b)=       5',  A-B^r-       ;kV' 

(|ui  se  liansfornie  si  l'on  inlroduit  A  :  B  =  —  p,  r:B  =  3— i.  dans  !"<'- 
qnalion 

^     :^(p-_pH-,)->  (.^._p)2^,,p_,^2^n_p):!       .  .,-p-.^,_p^.  27'     ■'  '-' 

l'-n  iiosani  oh —  =  14-1,  on  a 
'  '         P 

f'-p  + '  =  ?<•', 

p^-2p  +  l  =p(c-l), 


el  à  (■ans(>  de  ces  idenlilés  la   formule  (16)  se  Iransfornie  dans  la  sui- 
vanle 

'' -  4^'         4  e* — 271' +  0,7         ^7(.e  —  ij 

(]ui  jirend  aussi  la  forme 
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L<^s  foriiiulos  (i5)  à  (i  8  )  représotileiiL  [)oiir  p=/,-  les  dilTérenles 
fonnos  de  réqualion  du  doiizicmo  degré  que  vous  avez  bii'U  voulu  mr 
coiuinuniquer.  En  (léoniétrie  les  six  valeurs  de  p  représeiileul.  les  six 
rapports  auliarMioiii(pies  auxcpiels  doiuient  li(Hi  quatre  points  silu(''s 
sur  mie  lii^'iic  droite  (  (jhasles,  Mobius).  Il  y  a  encore  quehjui's  rela- 
tions sur  lesquelles  je  suis  tombé  en  étudiant  vos  résultats  excellents  ; 
cependant,  poiu-  ne  pas  abuser  de  votre  indulgence,  je  termine. 


SUR    LE    THÉORÈME    DABEL.  8l 


S/tr  le  théorème  d' Abel  et  quelques-unes  de  ses  applications 

à  la  Géométrie  ; 

Par  m.   g.  HLMBERT. 


1.  Dans  un  Mémoire  publié  au  tome  III  (4*  Série)  de  ce  Journal, 
MOUS  avons  fait  connaître  une  formule  simple,  qui  permet,  étant  données 
nue  courbe  algébrique  plane  el  une  intégrale  abélienne  appartenant  à 
cette  courbe,  de  calculer  a  priori  la  somme  des  variations  de  Finté- 
grale  proposée  sur  les  arcs  décrits  par  les  points  d'intersection  de  la 
courbe  considérée  et  d'une  courbe  algébricjue  variable,  faisant  partie 
d'un  faisceau  ponctuel. 

Cette  somme  est,  comme  on  le  sait,  depuis  Abel,  une  l'onction  algi'- 
brique  et  logarithmicjue  du  paramètre  du  faisceau,  el  la  formule  (pie 
nous  rappelons  donne  un  moyen  facile  de  calculer  cette  fonction, 
ou  plutôt  sa  dérivée  par  rapport  au  paramètre  :  on  est  ramené  à  une 
simple  évahiation  de  résidus. 

Il  n'y  aurait  presque  rien  à  changer  à  cette  théorie  pour  passer  du 
cas  de  la  courbe  plane  à  celui  d'une  courbe  gauche  :  les  coordonnées 
d'un  point  d'une  telle  courbe  peuvent  en  effet  s'exprimer  en  fonction 
fuchsicnne  d'un  même  paramètre,  et,  en  partant  de  ce  principe,  ou 
ii"a  (pi'à  répéter  pour  la  courbe  gauche  les  raisonnements  faits  pour  la 
courbe  plane.  La  formule  fondamentale  du  Mémoire  précité  permet 
ainsi  de  calculer  la  somme  des  variations  d'une  intégrale  abélienne  sur 
les  arcs  décrits  par  les  points  d'intersection  d'une  courbe  gauche  et 
d'une  surface  algébrique  variable  appartenant  à  un  faisceau  ponctuel. 
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Au  lieu  de  supposer  que  la  surface  variable  appartient  à  un  faisceau, 
on  peut  considérer  le  cas  plus  général  où  elle  fait  partie  d'un  système 
algébrique  :  la  question  se  traite  d'une  manière  toute  semblable,  et 
Ton  arriv(>  à  une  formule  de  même  nature  que  civile  dont  nous  venons 
de  parler. 

(Test  cette  nouvelle  formule  que  nous  allons  tout  d'abord  démontrer  : 
nous  étendrons  ainsi  aux  courbes  gauclies,  en  les  généralisant  notable- 
ment, les  résultats  que  nous  avons  établis  pour  les  courbes  planes. 

1mi  s(>cond  lieu,  de  la  formule  nouvelle,  nous  déduirons  un  certain 
uonilnc  de  conséquences  analyticjues,  rlonl  la  plus  importante  nous 
permettra  de  douner  une  extension  du  tli(''()rènie  d'Abel  aux  intégrales 
doubles  et  triples,  et  de  retronver,  pour  ces  intégrales,  un  certain 
nombre  de  propriétés  que  nous  avons  rencontrées  dans  le  cas  des  inté- 
grales abéliennes  ordinaires. 

('.es  d(''veloppements  anaU  li(pi(^s  conslilucul  la  première  Partie  ilu 
présent  Mémoire  :  la  deuxième  conliendia  les  applications  géomé- 
triques, parmi  lesquelles  nous  signalerons  celles  qui  concernent  les 
aires  et  les  coui'bures  spli(''ri(pies  des  surfaces  algébriques,  et  les  vo- 
lumes limit("'S  par  de  telles  surfaces. 


PREMIERE  PARTIE. 

I.    —    Le   théorème   h'Arel   pour  les   intégrales   dépendant 
d'tne   courre   g.vuche. 

2.    SoiiMit  deux  surfaces  algébriipies 

/(\,^',Z)  =  o         et         cpCX,  Y,Z)  =  o, 

de  degrés  m  et  //,  se  coupant  suixaul  ww^  ou  plusieurs  courbes  gauches 
indécomposables;  considiMons  s|)(''cialeui(Mit  l'une  d(^  ces  courbes  ipie 
nous  désignerons  par  (1. 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z  d'uu  point  de  (Jpeuveut,  d'après  un  tliéo- 
rèine  de  M.  Poincaré,  s'exprimer  en  fonction  fuchsienne  d'un  para- 
mètre \\  ou,  si  l'on  veut,  les  coordoniK'cs  homogènes  .r,  y,  ::,  /  d'un 

point  di'  la  courlie  (étant  posé  X  =  ->  Y  =  - ,  2,  ■=  -\  peuvent  se 
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iiii'llre  sous  la  forme 

0,,  ...,  O4  désignant  des  fonclions  ihèlafuchsiennes  lioloniorplies  de  la 
variable  X. 

Ces  fonctions  appartiennent  à  la  première  famille  de  M.  Poincaré; 
le  polygone  fuchsien  correspondant  à  ^p  côtés,  les  côtés  opposés  sont 
conjugués  deux  à  deux,  et  la  somme  des  angles  est  égale  à  27:. 

Cela  posé,  considérons  une  intégrale  abélienne  quelconque  appar- 
tenant à  la  courbe  C. 

,_    rQ.(X,Y,  Z)    ..- 

(^,  et  S,  étant  des  polynômes  entiers.  Remplaçons-y  X,  \,  Z  |>âr"yi 
— ) -,  et  supposons  x,  y,  z,  t  exprimés  en  fonclion  thêtafuchsienne 
de  X;  l'intégrale  prend  la  fornîe 

x',  t'  désignant  les  dérivées  de  .v  et  /  par  rapport  à  A.  Par  suile  de  la 
différence  des  degrés  des  polynômes  Q,  et  S,  et  du  l'acteur  —  proM'uaiil 

de  la  différentielle  dl-U  il  a  [)u  s'introduire,  au  numi'ialeur  ou  au 

dénominateur  de  l'expression  soumise  au  signe/,  un  facteur/*;  nous  ne 
le  mettrons  pas  en  évidence,  le  supposant  compris  dans  Q  ou  dans  S, 
mais  alors  la  diU'érence  des  degrés  en  x,  y,  z,  l  des  polynômes  S  et  (^ 
sera  égale  à  2. 

Nous  désignerons  par  q  le  degré  de  Q;  celui  de  S  sera  q  +  2. 

5.  Soit  maintenant  un  système  de  surfaces  algébriques  dont  l'équa- 
tion dépend  algébriquement  d'un  paramètre  u, 

$(X,Y,  Z,  it)  =0 
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OU,  fil  roordonnoos  homo£ï^iios. 


^& 


$('./•,  X,  ;,  /,  ;/)  =  o. 

Proposons-nous  d'évaluer  la  somme  des  intégrales  I,  donl  les  limites 
inférieures  sont  respectivement  les  arguments  des  points  communs  à  la 
courbe  ('.  et  à  une  surface 

(p{x,y,  z.  /,  r/„)  =  o, 

et  les  limites  sup(''rieures  les  arguments  des  points  communs  à  C  et  à  la 
surface 

<P(.t\  y,  :.  /,  t/)  =  o. 

Considérons,  à  cet  elfel,  riat(''grale 

.1  =   rgi:"-iZ^a-'/  -  .rf')  g^"'^-'^'"^r/X, 

./    S(.r,  j,  z,  l)  '  1>(J^,J',  3,  ',  "I 

ir,  y,  :;,  /  étant  toujours  supposés  exprimés  en  fonction  thélafuchsienne 
de  \. 

La  fonction  soumise  au  signe  _/',  (•"csl-à-dire  la  fonction  (]ue  nous 
<l<''sign<M'ons  par0(A), 

O*' 

0(A)  =  -^(.r'/-x-r) 

est  une  fonction  tliètafuclisi(Mine  de  degré  un,  car  elle  peut  s'écrire 

et,  sous  celte  forme,  on  voit  qu'elle  est  le  produit  de  trois  facteurs, 
dont  les  deux  premiers  sont  des  fonctions  fuchsiennes,  comme  étant 
les  quotients  de  deux  fonctions  thêtafuchsiennes  de  même  degré,  et 
dont  le  troisième  est  la  dérivée  d'une  fonction  fuclisienne,  c'est-à-dire 
luie  fonction  ihêtafuchsienne  de  degré  un. 

Il  résulte  de  là  que  l'intégrale   /  &('A)d\,  prise  le  long  du  polygone 
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l'uchsien  fondamental,  est  nulle  :  nous  n'insistons  pas  sur  cette  démon- 
stration qui  est,  sans  aucun  changement,  celle  que  nous  avons  donnée 
dans  le  Mémoire  mentionné  plus  haut  ('  ). 

On  en  conclut  que  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  0(  A)  dans 
l'intérieur  du  polygone  fondamental  est  nulle  :  c'est  en  évaluant  ces 
résidus  que  nous  allons  arriver  à  la  formule  cherchée. 

Les  infinis  de  0(  A)  sont  les  zéros  de  S  et  ceux  de  $,  c'est-à-dire  les 
arguments  des  points  de  C  situés  sur  les  surfaces  S  =  o  et  $  =  o. 

Soit  d'abord  X  l'argument  d'un  point  de  C  situé  sur  la  surface 

$(j;-,7, -, /,  «)  =  o; 
le  résidu  correspondaut  p  a  pour  valeur 

Or  on  a,  par  hypothèse,  entre  les  coordonnées  du  poiiil  considéré,  la 
relation 

<I)(.x-,/,  :;,  /,  u)  =  o. 

On  en  conclut,  lorsque  l'on  passe  de  la  valeur  u  du  paramètre  à  la 
valeur  u  -\-du,  que  l'argument,  X,  du  point  éprouve  une  variation  dé- 
finie par  l'équation 

d'où 

*').  du 

et,  par  suite, 

_  0        ,,,  ,r,cl\ 

P  —  —    -^{  X   C   —  XL    )  — r—  t 

'  b  ^  du 

ce  qu'on  peut  écrire,  en  se  reportant  à  la  définition  de  Tintégrale  I. 

_       d\ 
P-~  cûi' 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4"  série,  l.  Ul,  p.  33i. 
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La  soiiiiiic  (les  r(''SKl(is  p,  clian^i'i,'  de  sii;n(',  csl  donc  (''gale  à  la  (h'iivéc 
(le  la  soniuK?  cherchée  par  rapport  au  paramètre  u. 

I)'a|)rès  c{;  ([ui  précède,  celle  dernière  somme  est  égale  à  celle  des 
résidus,  [)ar  ra|iporl  aux  z(''ros  de  S,  de  la  l'oncliou  Q('k). 

On  a  tlonc,  en  désignant  i)ar  /•  au  de  ces  résidus, 

d'où 

2_j  '■  désigaanl  la  somme  des  résidus  par  rapport  aux  zéi'os  de 
de  la  liiiici  ion 

C'est  l'extension  tle  la  formule  déinonlrée  dans  noire  Mémoire  sur  le 
théorème  d'Abel. 

4.  Heiiiaïque  1.  —  Si  tous  les  zéros  de  S  sont  simples,  c"esl-à-dirc 
si  la  surface  S  ^  o  ne  touclie  pas  la  courbe  C,  il  est  aisé  d'évaluer  les 
résidus  corres[)Oudauls. 

Soit  K  l'un  de  ces  zéros;  on  aura,  pour  le  résidu, 

Sx* 
or 

D'ailleurs  on  a,  par  la  formule  des  fonctions  homogènes, 

dS  dS  dS       ,dS       ,  sr. 

^âi  +  >'dir  +  -  ^.  +  ^^  =  ^?  +  ^>^  =  °' 

puisque  le  point  x,  y^  z,  l  est  sur  la  surface  S  =  o. 
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Si  Ion  tire  de  cclU^  relation  la  valenr  de  S^  en  la  |ii)ilanl  dans  celle 
de  S'x,  il  vieiil 

'Sx=  f,(.>yt  -  XI')  +  ^^Xyt^yi)  +  ^(z'I  -  .O- 


(^^' 


àf 


D'nn  antre  côté,  les  qnantités  (x'I  —  xl' ),  (}'' l  —  }'/'  )i  i^-'f  —  -/'  ) 
sont  proportionnelles  aux  difTérentielles  f/(y  )'  '''(7  )'  '^^(v)'  *' ''^l- 
à-dire  aux  cosinus  directeurs  de  la  tang^ente  à  la  eonrhe  C  an  |)oinl 
-,  ^,  -;  ces  cosinus,  puisque  C  est  à  Finlersection  des  snrl'aces_/'=  o. 
c&  =  o,  sont  eux-mêmes  proportionnels  aux  lonctions 

f'yiz-f'ziy^  f.tc-f'xi.^  /.iy-f/h' 

et  Fou  a  dès  lors 


en  posant 
(3) 


— Â^;;^^ — ^«-<^ir' 
^_q(/;?'.-/;yV) 

a  — T > 


et  en  désignant  par  ds/-^  le  déterminant 


As 


/<p- 


Il  vient  donc 

(4) 


s;   s;   s; 

L  ./;  /. 

?^      Tr      iz 


21=2  r"'v/. 


ou,  puisque  ()  et  S  soûl  iud(''j)(Mulauls  de  u. 


2l  =  2-lo8ï 


^{x,y,  z,  l,  II) 


>(j?,  7,  z,  t,  [/„)' 

a  somme  du  second  membre  étani  ('Icnilue  ;in\  poliils  cniiinniiis   à    la 
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coiirlx'  (]otà  la  surface  S  =  o,  et  a  ctanl  défini,  on  ciiacun  de  ces 
poinis,  parla  relation  (3),  c'est-à-dire  g  =  ^izî±izl±îi} .  On  peut 
dire   aussi  que   c;  est  le   résidu,  au  point  considéré,    de  la   fonction 

5.  Rrniai-que  II.  —  L'intégration  par  rapport  à  //  de  la  quantité  l^/', 
(jui  figure  dans  la  formule  (  i),  est  tout  aussi  aisée  si  l'on  suppose  que 
S(.r,j^û,  <)  admette  des  zéros  multiples.  Soit,  en  effet,  A  un  zéro 
d'ordre  li  de  S;  écrivons  %{\)  sous  la  forme 


0(^;- — s —  -*• 


\a'    résidu   de  0("a),    correspondant  au   z(mo   considéré,   sera   de   la 

lorme 

*'  d   *'„  d''-^    <J''„ 

*  dk    <t>  ^d/J'-'    'l> 


.1.,  it'„,  ...,1^  étant  indépendants  de  a,  puisque   Q  et  S  le  sont  eu\- 
iiKMiies,  cl  l'intégrale  correspondante,  /"/v///,  sera 

La  première  intégrale  est  «l.log'l»;  une  quelconque  des  autres  se  calcu- 
lera |)ar  la  fornude 

/•  d''   ^'„   ,  d''    /""i»'    ,  d'-  .       , 

(>.  La  foi'uude  (i)  montre  (jue  la  sonuue  des  intégrales  I  sei-a  nulle 
lors(|uc  !/•  sera  lui-même  nul.  (Zc  cas  se  présente,  eu  particulier,  si  la 
fouelion  0(A)  ne  devient  infinie  pour  aucun  des  zéros  de  S,  parce  cjue 
tous  les  l'ésidus  /•  sont  alors  nuls. 

(  iomuic  exemple,  supposons  que  les  surfaces  *!'  =  o  formeni  un  fais- 
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ceau  ponclui'l  (p„  +  i/<P,  =  o;  <I>,]  est  alors  égal  à  <P,  cl  la  fonction  0(  /.) 
devient 

,.,  ,.  ,-  ,      Q-i'Ayt  —  jci') 

(■^)  e(A)  =^  ^^  '   , — T-~- 

Elle  n\iura  pas  d'antres  infinis  qne  les  zéros  de  $„  +  a^, ,  si  4',  s'an- 
nule pour  tous  les  zéros  de  S  qui  n'annulent  pas  Q(.r' t  —  .//').  De  là 
résulte  celte  proposition  (jue  nous  avons  énoncée  déjà  dans  le  cas  des 
courbes  planes  ('). 

Soit  I  une  intégrale abélienne,  relaliie  à  une  courbe  gauclie  algé- 
brique C.  La  somme  des  intégrales  I,  dont  h's  limites  inférieures 
et  supéiieures  sont  respectivement  les  systèmes  de  valeurs  des  coor- 
données qui  correspondent  au. r  points  d'intersection  de  la.  courbe  (_] 
avec  deux  surfaces  quelconques  de  nn'nie  degré,  est  /lulle,  si,  parmi 
les  surfaces  du  faisceau  ponctuel  déterminé  par  les  surfaces  sé- 
cantes, il  en  est  une,  Z,  qui  passe  par  tous  les  ])oints  de  la  courbe  C 
rendant  l'intégi-ale  infinie. 

Si  la  quantité  sous  le  signe  f  devient  infinie  d'ordre  h  en  un 
point  de  C,  la  surface  "L  doit  avoir  au  même  point  avec  C  un  contact 
d'ordre  h  —  i. 

On  suppose  que  toutes  les  surfaces  du  faisceau  considéré  ne  passent 
pas  par  un  de  ces  points,  sinon  0(X)  pourrait  devenir  infini  en  ce 
point,  comme  le  montre  l'expression  (5). 

7.   Si  les  surfaces  <I>  =  o  forment  un  sysième  algébrique  quelconque, 
on  arrive  à  un  résultat  analoeue. 
Soit 

<^{x,y,z,l,  u)=  «PA  +  i/?'B  -H.. .+  Ivz/  -t-  L. 

Pour  que  0(A)  reste  fini  aux  points  de  la  courbe  qui  annulent  S,  il 
faut,  d'après  (2),  que  $]^  s'annule  en  ces  points,  quel  que  soit  u,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ail  en  chacun  d'eux  A  =  B  ^  . . .  =  K  =  o. 

Cela  montre  c{u'une  seule  cl  même  surface  du  sysième  <I>  =  o  passe 
par  tous  ces  points;  celle  surface  est  la  surface  L  =  o. 

(')  Loc.  cit.,  p.  338. 

Journ.  de  Math.  (\'  série),  tome  V.  —  Fasc    I,   18S9.  12 
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('.elle  coudilidn  nécessaire  esl  évideiiiiiieiil  sulTisaiile,  cl  Ton  peiil 
dire  (]ue  : 

La  sotiiinc  (/es  intégrales  I  dont  les  Inmles  inférieures  el  siipé- 
rieares  .sont  i-espccli^-erneiit  les  sys/èines  de  valeuis  des  eoordoniu'es 
qui  eorrespondenl  aux  points  d'i/itersection  de  la  courbe  (]  avec 
deux  surfaces  quelconques  d'un  systcuie  algébi-ique  à  un  para- 
mètre est  nulle,  si  les  surfaces  de  ce  système  qui  passent  respective- 
ment  par  les  points  de  la  coi/rlx-  ('>,  rendant  l'intégrale  infinie,  se 
réduisent  à  une  seule  et  même  surface  du  système. 

8.  Un  auLie  cas  [laiiiculier  inléicssanl  esL  celui  où,  S  ii"a>aiil  qui' 
des  zéros  Hiulli[)ies,  la  fonclion  <1\^  a,  quel  que  soit  «,  les  uiènies  zéros, 
à  un  ordre  de  uiullipliciU'  iufV-rieui'. 

Supposons  d'abord  que  Fou  ait  <I>  =  *]\  + // 4^  ;  0('A)  est  encore 
donné  par  la  formule  (  ">  ). 

Soit  7  (,  un  zéro  d'ordre  //  de  S  :  le  résidu  correspondant  de  0  est, 
comme  on  Ta  vu  au  u°  .>,  de  la  l'niine 


1-  =  .\.  --^  H-  11!. 


,t    'h,  ,11-'     *, 


d'  '   ^/X    <!•  ^d'jJ'-'    -1' 


La  t'onclion  *!',  s'aninde  pour  la  \aleui'  A„  par  hyjiotiièse;  suftposons 
que  \„  soit  pour  celte  i'oncliou  un  zéro  d'ordre  /».  Les  fonctions -^  > 
-r. 1    ••■>     7w— ,  ~.      sannulei'ont    dans    1  (^xpri^ssmn    de  /•;    on   aiu'a 

ensuite  : 

,/'■       'I-,         I     d''       , 
(R''        '^  '!>  d\'-  '  ' 


Si  l'on  remplace  $  par  <I>„  +  /Ml>|,  on  voit  que,  pour  X  =  A„,  u  dis- 
parait dans  les  dénominateurs <!>,  tl>-,  . .  .  de  ces  expressions;  pour  <pril 

d''    i 
apparaisse  an  numérateur,    dans    une  des   dérivées -yr-  t'  c'est-à-dire 
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dl'  I 


il  l'aul  ([uc  p  S(jil  au  moins  (''ijjal  à  A,  j)uis(|uc   les  dri 


lÙJ'   <t>„  -H  II  <J>i 

vées  de  O,  s'anmileiil  pour  \  =  X,,  jusqu'à  l'ordre  /.  —  i  inclus. 

Il  en  résulte  (|ue  les  dérivées  de~j  jusqu'à  Tordre  //  —  i  inclus, 
seront  indépendantes  de  u,  pour  X  =  X,,,  si  l'on  a 

/,,  _  ,  _/,</,  _,. 
c'esl-à-dire 

Si,  au  contraire,  A  —  i  —  /.■  =  /i,  c'esl-à-dire  si  //  —  -ik  -+-!,//  a|)pa- 
raitra  au  premier  degré  au  numérateur  de    ,,  ^,^,  —-;  el,  en  gênerai,  on 

voit  aisément,  en  discutant  la   forme  des  dérivées  successives  de  -> 
que  u  n'apparaîtra  pas  au  second  degré  dans  les  numérateurs  si  l'on  a 

A<3A, 
et  ainsi  de  suite. 

Le  résidu  /■  sera  donc  un  polynôme  entier  en  //;  il  sera  de  degré 
zéro  si  h  est  inférieur  ou  égal  à  2 A,  de  degré  i  si  h  est  compris  entre 
2A"  +  I  et  ?)A',  de  degré  2  si//,  est  compris  entre  3A-i-i  ei  'lA,  cl 
ainsi  de  suite. 

Nous  pouvons  énoncer  niainlenaut  la  proposition  suivante  : 

Soit  I  une  iiilcgralc  abélieuiir  iela/i\r  à  une  courbe  p/a/ie  ou 
gauche  algébrique  C,  et  telle  que  la  quantité  sous  le  signe  f  n'ait 
que  des  infinis  d'ordre  de  multiplicité  supérieur  à  un.  La  somme 
des  intégrales  I  dont  les  limites  inférieures  et  sup<'rieures  sont  res- 
pectivement les  systèmes  de  iKileurs  des  coordonnées  qui  corres- 
pondent aux  points  d' intersection  de  la  courbe  C  arec  deux  suif  aces 
quelconques  cV un  faisceau  ponctuel^  <I>„  -+-  »„<I>|  =  o,  <!>„  -t-  uA\  =  o 
s'exprimera  par  un  polynôme  entier  en  //„  et  u  si  la  surface  <I>,  =  o 
passe  par  tous  les  points  de  la  courbe  C  rendant  V intégrale  infime, 
quel  que  soit  d'ailleurs  Fordre  du  contact  qu'elle  ait  en  ces  points 
avec  C. 

Le  degré  du  polynôme  entier  se  calculera  aisément  par  ce  qui 
précède. 
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ÎJ.  (  )ii  a  une  pro|)Osilii)ii  Imil  à  fail  analogue  dans  le  cas  où  les  siir- 
faecs  ^l»  :=  o  l'orinent  un  sysLèmc  alyi''liii(|n('  (|uelcouquc. 

La  somme  des  intégrales  I  prises  sui-  la  courbe  C,  entre  les  points 
d'intersection  de  cette  courbe  avec  deux  surfaces  ^(.i\y,  z,  /,  //„)  =  o 
et  ^(x,  y,  z, /,  1/ )  =  o,  sera  encore  exprimal)le  ]iar  un  polynôme 
entier  en  //„  et  ii,  si  (1),^  s'annule,  cjuel  cpie  soil  //,  \u>uv  les  points  de 
la  courbe  C  qui  rendent  l'intégrale  infinie. 

Soit  toujours 

$  —  i/pA  -^  i/P  'B  +  . . .  4-  K//  +  L  ; 

il  l'aiidia.  pour  cela,  que  les  surfaces 

A  =  o,         B  =  o,  ...,         K  =  o 

passent  toutes  par  les  points  considérés. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  h's  consé(juences  analytiques 
(pfon  pourrait  déduire  de  ces  résultats;  nous  nous  bornerons,  au  ])oiiit 
de  vue  des  applications  géométriques,  à  développer  le  cas  où  l'inté- 
gialr  aliélienne  considérée  est  de  seconde  espèce,  et,  en  ])arliculier, 
celui  où  elle  est  la  dérivée  d'une  fonction  rationnelle. 


il.    —   Application  .\.ux  fonctioî^s  uationnelles   et  wx  intégr.vles 

DE    SECpNDE    ESPÈCE. 

10.    Soil  une  fonclion  rationnelle  (pii'lcon(piiMl(' .r,  j',  r,  / 

()  et  S  di'signant  des  polynômes  bomogènes  en  ./■,  y,  z,  t,  de  même 
degré,  q  :  cette  bypolbèse  ne  restreint  pas  la  g(''néralité,  car  nous  sup- 
poserons toujours  (pion  a  mis  (>n  facteur,  au  numérateur  ou  au  déno- 
minatiMir,  une  puissance  de  (  convenabir,  de  manière  à  réaliser  la 
comlilion  in(li((nee. 

La  formule  fondamenlale  (i)  permet  tie  calculer  la  somme  des  va- 
leurs (pie  prend  la  fonclion  V ,  aux  pointscomnuins  à  la  courbe  gaucbe  C 
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cl  au\  surfaces  ^(x,y,  z,  /,  u)=  o;  il  siiffil  rii  cllel  d "a|)[)liquoi'  rellf 
formule  à  riul(''grale 

en  supposant  toujours  les  coordonnées  des  points  de  (1  exprimées  eu 
fonction  tliètafuclisienne  de  X. 
On  a  ainsi 

r  désignant  le  résidu  de  la  fonction 

par  rapport  à  un  quelconque  des  infinis  de  0(A)  qui  ne  sont    [las  des 
zéros  de  *ï>,  c'est-à-dire  par  rapport  à  un  zéro  de  S. 

Soit  X^  un  de  ces  zéros,  supposé  simple.  On  a,  dans  le  voisinage  de 
la  valeur  X^, 

U  =  =-^  +  m,  -t-  £ (  A  -  X,)  +  . . ., 

A  — •  Aq 

Ta  -~  a~i,y-  +  ©  +  •■•• 

et,  par  suite,  il  vient,  pour  le  résidu  /•  de  6(X), 

_  d  *'„ 

On  a  donc 

et  la  formule  qui  donne  ZU  devient 

la  somme  du  second  membre  étant  étendue  aux  points  counnuns  à  la 
courbe  C  et  à  la  surface  S  =  o. 


q/|  g.   humbert. 

Il  csl  aisé  de  Iransformcr  celte  formule. 
(  )n  a,  en  effcl,  puisque  -l  est  le  résidu  de  U  —  g  -  pour  A  =  A„, 

et,  par  suite, 

Ao  f-,  ^  Q  *x 
<î>     ~"  *  S'x' 

Or 

'■        djr  âv-^  àz  <)t 

et.  puisque  le  point  ■'•,  y,  z,  t  est  sur  la  surface  S  =  o, 

dS  OS  OS       ,    OS  ^ 


.s,=  g(-''--0  +  ^(/'-70  +  i(^''-^0- 


De  uièuie 

(î<I>    ,       J*     ,       ()<!'    ,       ()*  „ 
'         ()j-  d>"^  0:  01 

elj  si  />  est  le  degré  de  $, 

(9*  <)<î>  (}<l>  <)* 

Ô^  I  1  1  *  «  1       * 

d'où,  eu  élimmant  -r-  entre  les  deux  dernières  relations, 

'  ot 

Il  vient  ainsi 


4g(„/,-.,.n  +  ...J 


= r^5 i +D^/' 


T. a  (|uantité^-^  /'  est  indépendante  de  «;  prise  entre  w„  et  «,  elle  donne 


x 
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donc  un  rcsiillal  nul,  cl  il  rcsle 


[S"!-!:* 


or  ^  ' 


(x'(  -  .ct')+  ... 


\ 


Remplaçant  x't  —  .l'f, . . .  par  les  valeurs  proportionnelles,  inlrodiiiles 
déjà  plus  haut,  /j-p'.  —  /.'ç',.,  et  désignant  par  A^^^  le  d('terniinaiit 


•^s/?  — 


s:  s;,    s; 

/:  ./;  /: 


I   ^<-        ?.v        ?- 

on  arrive  à  la  formule  exprimée  par  le  théorème  suivant  : 

Soit  ^      'Z^-'   >  if,if.  foiiclinii  ralioanelle  de  degrr  zéro  en  .r,  y, 

-,  /  ;  la  .somme  des  valeurs  que  pj-end  cette  fonction  aux  points 
communs  à  une  courbe  gauche  C,  et  à  une  surface  algébrique  O  =  o, 
est  donnée  par  la  formule 


y  S-  -Y  ^  ^+const 
2d^-       Z.  *  Asr.  +consi., 


s/? 

la  constante  étant  indépendante  des  coefficients  de  la  surface  «i>  =  o, 
et  la  somme  du  second  membre  étant  étendue  aux  points  communs 
à  la  courbe  C  et  à  la  surface  S  =  o. 

On  suppose  toutefois  que  cette  courbe  et  cette  surface  ne  sont  tan- 
gentes en  aucun  de  leurs  points  communs. 

Cette  formule  met  en  évidence  la  manière  dont  les  coel'licients  de 
la  surface  variable,  «1)  ==  o,  entrent  dans  la  somme  clierchée;  sans  y 
insister  davantage,  nous  tirerons  de  ce  c{ui  précède  rextension  aux 
surfaces  de  propriétés  simples  indiquées  par  nous  dans  le  cas  des 
courbes  planes. 

11.  Nous  avons  trouvé,  pour  un  résidu  /■  de  la  fonction 
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(•orrrs|ioiidant  à  un  zéro  A^,  de  S,  supposé  simple,  la  rclalloii 
d  *;,  _  <l  *■; 

'  '  d\    •!>  '  '  du    * 

Il  résulte  de  là  que  /■  sera  nul  si  -^  csL  indépendant  de  ;/,  pour  A  =  A„. 
Or  soit 

$  =  u^X  +  //?-  B  +  . . .  4-  L, 

A,  B,  . . .,  L  étant  des  pjolynômes  en  x,  y,  z,  t. 
On  a 

$),  =  «pa;.  +  «P-'  b;  -t- . . .  -4-  L. 

l'our  que  -^  ne  dépende  pas  de  a,  il  faut  et  il  sui'fit  qu'on  ail, 
pour  A  =  A„, 

A         B         ■■■         L  ■ 

Ces  relations  peuvent  s'interpréter  géoiu(''tri(pienienl  d'une  manière 
simple;  elles  signifient  rpie  toutes  les  surfaces  du  système 

qui  passent  par  le  point  d'argument  A,,  sur  la  courbe  C,  sont  tangentes 
à  cette  courije  en  ce  point. 

Si  donc  cette  condition  est  vérifiée  pour  tous  les  points  romrruins 
à  C  et  à  la  surface  S  =  o,  les  résidus  /■  seront  nuls,  et  par  suite  la 
fonction  DU  sera  constante. 

En  d'autres  termes,  si  Ton  suppose  que  la  surface  S  ^  o  ne  louche 

en  aucun  point  la  courbe  C,  la  somme  ^  •;è^j  étendue  aux  points  com- 
muns à  cette  courbe  et  à  chacune  des  surfaces  du  système 

^(■^,y,=-,',  i<)  =  o, 

sera  indépendante  du  paramètre  u,  si  toutes  les  surfaces  du  système 
qui  passent  par  les  points  communs  à  la  surface  S  =  o  et  à  la  courbe  C 
touchent  cette  courbe  en  ces  points. 
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(Iclto  proposition  pont  s"(''U'ir1it  tiisémcnt  aucasoù  la  surface  S  :=  o  a, 
en  iiii  ou  plusieurs  points,  un  contact  d'un  ordre  (jnelconcpu^  a\ec  la 
courhe  C. 

Supposons  en  efl'et  cpie  la  surface  S  =;  o  ait  avec  la  tnurlie  (],  eu  ini 
point  d'arginnenl  "A„,  un  conlact  d'ordre  //  —  i,  et  admettons,  pour 
plus  de  généralih',  (pie  la  surface  Q  =  o  passe  aussi  par  ce  poiul  el 
([u'elle  y  ait,  avec  la  courbe,  un  contact  d'ordre  /i  —  i . 

On  aura,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  Ào  du  paramètre  A, 

,T        Q  .1.  lis-  C 

1-^  =  t  =  (T- _-l7)-^  +  (Xiri;F^.  +  ■•■ +  X3Ô- +  ^1-^  +  ■••• 

Le  résidu  /•  de  la  fonction 

[)Our  la  valeur  "a„,  sera 

r  =  —  r  -p-  ~  —  . .  ■  —  (A  —  A'  —  I  )  ail)    .-  ,,    ,    , (h  —  k)  A.  --tt-,—:  — 

ce  qu'on  peut  écrire 

(]ette  valeur  sera  nulle  si  la  quantité  —^  et  ses  dérivées  par  i'ap|iort 

à  "k,  jusqu'à  l'ordre  h  —  k  —  i ,  sont  indépendantes  de  i/,  \>ouv  A  =  A„. 
Or  on  a 

«y  *x  _  K      *>.'- 

et,  si  l'on  suppose  que  -^  est  indépendant  de  //,  il  faul  el  il  suflit,  pour 
(pie  le  premier  membre  le  soit  également,  que  — -  ne  déj)ende  [)as  de  //. 
On  voit  de  même  que,  pour  que  -^  -^  soit  ind(^pendant  de  //,  il  faut 
et  il  suffit,  les  conditions  jiréeédentes  étant  supposées  renq)lies, 
que  —  ne  dépende  pas  de  //;  et  ainsi  de  suite. 

Joiirn.  de  Math.  (i|'  série),  tome  V.  —  Fasc.  I,  1889.  IJ 
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En  résumé,  /•  sera  nul  si  les  quantités 


f-,"^''' 


sont  indépendantes  de  u  quand  on  y  fait  A  =  A„. 
Soit  toujours  posé 

$-=«PA  +«P  'B  +  ...  +  L, 

on  a 

^[  =  lt?A';-h +  L),, 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cjue  —  >  — >  •■  •  soient  ni- 
dépendanls  de  u  est  que  les  équations  en  «,  de  degré  p, 

$  =  o,         $i  =  o,  ...,  $!""  =  o, 

aient  les  mêmes  racines,  quand  on  y  fait  X  ^  A„. 

Soit  i/„  une  racine  de  l'équation  $  =  0;  dire  qu'elle  annule  aussi 
(^y  =  o,  c'est  dire  que  la  surface  ^(x,y,  z,  t,  u^),  qui  passe  par  le 
point  d'argument  X,,  sur  la  courbe  C,  touche  cette  courbe  en  ce  point  ; 
si  i/„  annule  aussi  ^{,  c'est  que  la  surface  ^^(x,y,  z,  t,  ;<„)  a,  au  même 
point,  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe,  et  ainsi  de  suite. 

11  en  résulte  que  la  surface  (p{x\y,  z,  (,  u,,)  a,  au  point  X^,  un 
contact  d'ordre  /t  —  k  avec  la  courbe  C,  et,   par  suite,  la  fonction 

>P(x,  y   z,  t,  u„)  OiJi',  Y,  z,  t)    ,  ,  .    .  ,.    • 

^     ■  — -  -^- — -^^ -S  annule  en  ce  pomt,  en  désignant  par  a  une 

IX''  >>(.r,y,z,l)  i  '  &  1         r 

fonction  linéaire  quelconque  de  x,  y,  z,  t,  ne  s'annulant  pas  au  point 
considéré,  et  introduite  pour  l'homogénité. 

Ainsi  la  somme  V  -^î  étendue  aux  points  communs  à  la  courbe  C  et 

à  chacune  des  surfaces  du  système  (p{x,y,  ;,  /,  u)  =  o,  sera  indépen- 
dante  de  u  si,   en   chaque    point  de    la   courbe  ('.  rendant  la   fonc- 

lion  ^  infinie,  les  surfaces  du  système  passant  par  ce  point 
(p(x,y,z,t,[(„)  =  o,         (p(x,y,z,t,u,)  =  o, 
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sont  telles  que  les  fonctions  'g  .    --^— '     ■••  s  annulent 

au  point  considéré. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  est  une  géné- 
ralisation de  celui  que  nous  avons  démontré  dans  le  cas  des  combes 
planes. 

La    somme   des   imleitrs    que  prend   une  fonction    rationnelle, 

^-7 — '•^''''    ,  homogène  et  de  désiré  zéro,  aux  points  ronununs  à  une 
S{x,y,z,t)  c  o  y  I 

courbe  gauche  algébrique  Cet  à  chacune  des  surfaces  d'un  système 
algébrique  de  degré  p^  $(x,  j',  ;, /,  m)  =  o,  dont  l'équation  ren- 
ferme un  paramètre  variable  u,  reste  constante,  si  les  surfaces  de 
ce  système,  ^(x,y,  z,  t,  «,j=  o,  qui  passent  respectivement  par  les 

points  de  la  courbe  C  rendant  la  fonction  ^  infinie,  sont  telles  qu'en 

i                 1                    ■    ,     1        r        ,■         <^{x,  y,  z,  t,  Ui)   Q(.f-,  r,;.<)     , 
chacun  de  ces  points  les  fonctions -^ a-  art- 

'  •'  v-"  b{x,y,z,t) 


e 


aillent,  \x  étant  une  fonction,  linéaire  quelconque  de  x,  y,  z,  t  n 
s'annulant  en  aucun  des  points  considérés. 

Géométriquement,  cela  revient  à  dire  que  les  suif  aces 

^(.i-,y,:-,t,u,)=o 

ont,  en  chacun  des  points  considérés,  avec  la  courbe  C,  un  contact 
d'ordre  supérieur  au  contact  de  cette  courbe  avec  la  surface  S  ^  o, 
et  même,  dans  le  cas  où  la  surface  Q  ^  o  passe  par  le  point,  il  suffit 
que  le  contact  de  la  courbe  C  et  des  surfaces  $  =  o  soit  d'ordre  supé- 
rieur à  la  différence  entre  les  ordres  des  contacts  de  la  courl)e  avec  les 
surfaces  S  ^  o  et  Q  =  o. 

12.   Ce  théorème  s'étend  immédiatement  aux  intégrales abéliennes 
de  seconde  espèce,  puisque  tonte  la  démonstration  repose  sur  ce  fait 

que,  dans  le  développement  de  la  fonction  —tt-  au  voisinage  d'un  de  ses 

infinis,  Xg,  il  n'existe  pas  de  terme  en  r r-;  on  peut  donc  énoncer  la  pro- 

position  suivante  : 

Soit  I  une  intégrale  abélienne  de  seconde  espèce  appartenant  à 
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une  rourbc  gauche  il.  La  soninie  des  Intégrales  I,  dont  les  limites 
inféi-ieures  et  supéi-ieurcs  sont  respccliçeinenl  les  systèmes  de  va- 
leurs des  coordonnées  ./•,  y,  z,  t,  gui  corresponde/it  aux  points 
(Tintersection  de  la  courbe  C  arec  deux  surfaces  cjuelconques  du 
système  <!>(./■, j-,  ::,  /,  u)  =  o,  est  nulle,  si  les  surfaces  de  ce  système 
<l'(  J,  >',  ;,  /,  Ui  )  =^  o,  qu/  passent  respectivement  pcrr  les  points  de  la 
courbe  C  /■e/ula/it  l'i/ité^^/rile  I  infinie,  sont  telles  qu'en  chacun  de 

■    ,    I       /•        ,•         '!•  (■'",  )■.  ~-,  t,  iti)  ,     ,  ,      ^ 

ces  ixjiuts  tes    onctuyns l  s  annulent. 

Oïl  peut  dire  aussi  qircn  ces  points  les  fondions 

»fr(^,  j,  z,  t,  in)     <n 

(iolvenl  rester  finies. 


"(t 


es 


15.   (_)n  peut  étendre  le  théorènu'  du  n"  11  au  cas  où  la  courlie  C 
«t  varial)le  dans  l'espace,  et  (''noncer  à  cet  égard  la  proposition  sni- 
vaule,  qui  se  d(''duit  sans  difficulli'  de  ce  (pii  précède  : 

La  somme  des  valeurs  que  pretul  une  fonction  rationnelle 

'^(•r,  y,  z,  i)' 

/ujmogè/ie  et  de  degré  zéro,  au.c  points  communs  à  t/'ois  surfaces 
algébriques, 

f(x,  y,  z,t,  u)=  o,  'fl-'-i  V,  z,  t,  e)=  o,  '!(■'■' J'  -'  t,w)=o, 

est  indépendante  des  para/nèt/'cs  u,  c,  iv,  da/is  le  cas  suivant  : 

Soie/it  f,,  /'■,,  ...;  9i,  '^21  ■•■;  II?  K''  •••  ^''^  surfaces  de  chacun 
des  trois  systèmes  qui  passent  par  un  même  point,  A,  situé  sur  la 
surface  S  —  o  :  //  faudra  d'abord  qu'elles  admettent  en  A  une 
un' me  tangente  commune  T. 

Soient  de  plus  (/,,  Çy),  (/,■,  '-1;;,),  (^y,  '|/,  )  les  courbes  communes  à 
deux  de  ces  sur  faces,  de  système  différent;  il  faudra  que  les  courbes 
de  ces  trois  séries  aient  entre  elles,  au  point  A,  un  contact  d'un 
ordre  supérieur  au  contact  de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  en  ce 
un'-nw  point,  avec  la  surface  S  ^  o. 
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Dans  le  cas  où  la  surface  S  =  o  est  une  surface  sini[)l(',  c'esl-à-<lire. 
si  S  n'est  pas  la  puissance  d'un  polynôme  1,  la  seconde  eoudilion  esl 
remplie  d'elle-même  si  la  première  est  vérifiée,  pourvu  tout(^f()is  (pic 
la  tangente  T  ne  louche  pas  S.  Si  T  touche  San  point  A,  il  faudra  (pie 
les  courbes  (/,  cp),  (/,  tj;),  (ç,  i]/)  soient  osculatrices  entre  elles  en  ce- 
point,  etc. 

Le  théorème  s'appli(jue  en  particulier  si  l'écjuation  /  =  o  ne  renferme 
pas  de  paramètre  variable  :  il  peut  alors  s'énoncer  un  peu  plus  simple- 
ment. 

La  somme  des  valeurs  que  prend  la  fonction  -^  aii.i-  poin/s  coni- 
iniins  à  une  surf  ace  fixe  f  =  o,  c/  à  dcu  r  surfaces  niuliilcs 

a>(x-,_>-,  z,  /,  r)=  o,  'K''^"' /'  =■■>  '■<  ^^■)=  "' 

est  indépendanle  des  paramètres  r  et  w,  si,  toutes  les  fois  qu'u/i  de 
ces  points  vient  à  coïncider  avec  un  point  A,  situé  sur  la  su/ face 
8  =  0,  les  surfaces  des  systèmes  mobiles  cp, ,  r^.-,,  . . .,  i];, ,  'sp.,  . . .,  pas- 
sant par  A,  sont  telles  que  les  courbes  (cpy,  (j>/,)  aient  en  c<-  point 
av'ec  la  surface  f=o  un  contact  d'ordre  supérieur  au  contact  dr 
l'une  quelconque  d\'ntre  elles  avec  la  surface  S  =  o. 

14.  Le  produit  des  valeurs  que  prend  une  fonction  rationnelle  ho- 
mogène et  de  degré  zéro,  -^i  aux  points  communs  à  la  courbe  i\  cl  à 

chacune  des  surfaces  du  système  $(j7,j^',  j,  t,  u)  =  o,  donne  égalemeni 
lieu  à  quelques  remarques  intéressantes. 

Soit  JJ  ^  ce  produit,  pour  la  surface  correspondant  à  la  valeur  //  du 

paramètre.  Pour  l'évaluer,   nous  considérerons,   en    })osant   toujours 


U  =  ^,  l'intégrale 


T         rdV        /'dV   I    „ 


Les  infinis  de  la  fonction  -7^-  ^  sont  tous  simples,  ce  sont  les  zéros 
de  S  et  les  zéros  de  Q.  Nous  pouvons  donc  appliquer  à  I  la    formule 
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(lu  n"  14,  et  nous  tiurons,  les  intégrales  I  étant  prises  entre  les  points 
communs  à  Cet  aux  surfaces, 

tp(x,y,z.,l,ii„)  =  o,         fp(x,y,  z,(,  u)  =  o  : 

la  somme  du  second  membre  s'étendanl  aux  points  communs  à  la 
courbe  C  et  aux  surfaces  Q  =  o,  S  =  o,  et  a  étant  en  chacun  de  ces 
points  le  résidu  de  la  fonction 

Soit  A^  Targument  iFun  point  commun  à  C  et  à  la  surface  Q  =  o.  On 
a,  au  voisinage  de  celte  valeur, 

u  =  I  =  .«.(x  -  x„y+  ii!,( A  -  \y-<  + . . . , 
^  =  xA-(x-À„y'-'  +  ..., 

et,  par  suite,  le  résidu  correspondant  de  0(X)  sera 

(7o=  A- 

Si,  de  même.  À,  est  l'argument  d'un  point  commun  à  C  et  à  la  surface 
S  =  o,  et  si  l'on  a,  au  voisinage  de  cette  valeur, 


h 


on  trouvera,  pour  résidu  correspondant, 

a,  :=  —  h. 
Il  vient  ainsi 

V  i  -  y  T—  -  y^iog'^^'''-'"^  -y  h  lo-  '^^^'•••'"^ . 
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Dans  le  second  membre,  la  première  somme  est  étendue  aux  points 
communs  à  la  courbe  C  et  à  la  surface  Q  =  o;  dans  la  deuxième,  aux 
points  communs  à  C  et  à  la  surface  S  ^  o. 

Si  l'on  passe  des  logarithmes  aux  fonctions,  on  arrive  à  la  formule 
suivante  : 

Les  produits  TT  s'étendent  aux  points  communs  à  C  et  à  la  surface 
(^  =  o;  les  produits  TT  aux  points  communs  à  C  et  à  S  =  o.  On  peut 
écrire  plus  simplement 

,-,^.  TT    Q  _   A  nQ»(.r,  y,  z,  t,  tt) 

A  étant  une  constante  indépendante  de  u. 

lo.  Il  est  aisé  de  trouver  la  condition  nécessaire  pour  que  le  second 
membre  soit  lui-même  indépendant  de  u. 

Le  numérateur  Tl^^^(x,y,  z,  t,  u)  est  un  polynôme  en  u,  dont  les  ra- 
cines sont  celles  des  équations 

^(x,,y,,z,,f,,u)  =  o,         $(a7,,  ...,/,,  i<)  =  o,  ..., 

x',,  . . .,  /,  ;  .r.,,  . . .,  /,  ;  •  •  •  étant  les  coordonnées  des  points  communs  à 
la  surface  Q  =  o  et  à  la  courbe  C.  Ces  racines  sont  donc  les  valeurs  de 
u  qui  correspondent  aux  surfaces  du  système  (pfx,  y,  z,  t,  a),  passant 
par  les  points  en  question. 

De  même,  les  racines  du  dénominateur  llf^^(x,y,  z,  /,  u)  sont  les 
valeurs  de  u  qui  correspondent  aux  surfaces  du  système  passant  par  les 
points  communs  à  la  surface  S  =  o  et  à  la  courbe  C. 

Pour  que  le  second  membre  de  la  relation  (6)  soit  indépendant  de 
u,  il  faut  et  il  suffit  donc  que  les  deux  séries  précédentes  de  valeurs  de 
u  soient  identiques. 

Donc  : 

Le  produit   des    valeurs  que  prend  une  fonction  rationnelle, 
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^  (  .'■,)',  3,  /  ),  nomogcnc  et  de  degj'c  zéro,  au.r  points  coiiiiiiuns  a  une 

eourbe  gauche  algébrique,  C,  et  à  cluicune  des  surfaces  du  systè/ne 
<I>(x',  y,  z,  t,  u)  =  o,  est  indépendant  du  paixiinètre  u,  silessurfaces 
lie  ce  système  qui  passent  par  chacun  des  points  communs  à  la 
courbe  (  ]  et  à  la  surface  Q  =  o  sont  les  mêmes  que  celles  qui  passent 
par  c/tacu/i  des  points  communs  à  la  courbe  et  à  la  su/face  S  ^  o. 
En  particulier,  b' produit  restera  constant  si  toutes  les  surfaces 
du  systèmi'  qui  passent  par  an  quelconque  des  points  communs  à  la 
courbe  (]  et  à  l' ensemble  des  deu.r  surfaces  ()  =:  o,  S  =  o,  passent 
en  mente  temps  par  tous  les  auti'es. 


(/■cite  j)roj)Osilioii  subsiste  sans  modification,  quels   que  soient  les 
contacts  de  la  courbe  C  avec  les  surfaces  O  =  o,  S  —  o. 


IH.  —  J{xTE>sioN  d'une  formule   DE  .l.vconi. 

l(î.  Pou]'  l'application  du  théorème  d'Abel  aux  intégrales  multi[)Ies, 
nous  nous  appuierons  sur  une  formule  qu'on  peut  considérer  comme 
l'extension  d'une  formule  célèbre,  donnée  autrefois  par  Jacobi,  et  cjui 
joue  en  Analyse  un  rôle  important.  Elle  se  déduit  de  considérations 
analoi;ues  à  celles  dont  nous  venons  de  faire  usage. 

La  formule  de  Jacobi  est  la  suivante. 

Si  /"(  \,  Y)  =  o  et  çp(X,  Y  )  =  o  sont  les  équations  de  deux  courbes 
planes  algébriques,  de  degrés  respectifs  m  et  /?,  et  si  Q(X,  Y)  est  un 
polynôme  en  X,  Y,  de  degré  égal  ou  inférieur  à  m  +  n  —  3,  on  a  iden- 
tiquement 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  points  (X,  Y)  communs  aux  deux 
courbes /=o,  cp  =  o.  Jacobi  a  même  donné  un  moyen  de  calculer 
cette  somme,  dans  le  cas  où  le  degré  du  polynôme  Q  est  égal  à 
ni-\-  n  —  1. 

L'importance  de  la  formule  de  Jacobi  est  mise  en  évidence  par  ce 
fait  qu'on  peut,  en  la  prenant  comme  point  de  départ,  établir  le  théo- 
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rèinc  d'Abcl  pour  les  intégrales  de  première  et  de  troisième  espèce  : 
c'est  la  marclie  qu'ont  suivie  MM.  Clebscli  et  Gordan. 

(  A'tte  formule  s'étend  sans  difficulté  au  cas  d'un  plus  t^rand  uonihre 
de  variables  et  de  fonctions  :  Jacobi  l'avait  observé  lui-même:  après 
lui,  Liouville  et  Clebsch  ont  donné  des  démonstrations  de  la  foiiinilc 
ainsi  généralisée,  qui,  dans  le  cas  des  surfaces,  peut  s'énoncer  comme 
il  suit  : 

Si  /(X,  Y,  Z)  =  o,  'i,(X,  Y ,  Z)  ==  G,  ■|(X,  Y,  Z)  =  o  sont  les  équa- 
tions de  trois  surfaces  algébriques  de  degrés  respectifs  m,  nelp;  si  l'on 
désigne  par  A  le  déterminant 


A   f's   A 

<px.       9ï       ?z 
'l'x      'l'y      '^'i- 


et  si  Q(X,  Y,Z)  est  un  polynôme  en  X,  Y,  Z,  de  degré  inférieur  au 
degré  de  A,  c'est-à-dire  à  m  -h  //  ~h  p  —  3,  on  a  identiquement 


Q(X.Y,Z)  _ 


^Ai\,Y, 


Z) 


la  somme  étant  étendue  aux  points  (X,  Y,  Z)  communs  aux  trois  sur- 
faces /=  o,  0  =  0,  (];  =  o. 


17.  Que  devient  cette  formule  dans  le  cas  où  le  degré  de  Q  est  su- 
périeur ou  égal  à  celui  de  A"?  C'est  ce  que  nous  allons  rechercher,  en 
examinant  même  le  cas  où  Q  est  non  plus  un  polynôme,  mais  une 
fonction  rationnelle  quelconcjue;  nous  arriverons  ainsi  à  une  expres- 
sion relativement  simple,  qui  servira  de  base  à  nos  recherches  ullé- 
rieures  sur  le  théorème  d'Abel. 

Désignons  toujours  par  C  la  courbe  gauche,  intersection  complète 
ou  partielle,  des  deux  surfaces  /^(X,  Y  ,  Z  )=  o,  9(  X,  Y  ,  Z  )  =  o,  de 
degrés  respectifs  m  et  /i. 

Soient  (^(X,  Y,  Z)  un  polynôme  de  degré  q  en  X,  Y,  Z;  t];(X,  Y,  Z^ 
un  autre  polynôme  de  degré/?  :  désignons  toujours  par  x' ,  y\  z' ,  ('  les 
dérivées  des  coordonnées  a7,  y,  :;,  l  d'un  point  de  la  courl)e  C  par  ra|)- 

Joiirn.  de  Math.  (t\'  série),  loiiie  V.  —  Fasc.   I,   i88q.  • '1 
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porl  au  paramètre  fuchsicn  A,  et  considérons  l'intégrale 

Q(X,Y,Z) 


I-  r Q(^'^'^-) ,ix 


X,  Y,  Z  étant  liés  par  les  relations  /=  o,  cp  =  o;  ou,  plus  exactement, 
X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  la  coui'be  C.  Si  nous  ren- 
dons celle  inléçrale  homoeène  par  la  substitution  de  -,  -,  -  à  X,  Y,  Z 

et  si  nous  remplaçons  .r,  y,  z,  t  par  leurs  valeurs  en  fonclion  llièla- 
fuehsienne  de  X,  l'intégrale  devient 

Dans  celle  expression,  A  esl  un  entier  délini  parla  relation 

k  =  q  ~  (m  -}-  n  +  p)  -h  /j . 
Désignons  par  0("A )  la  fonction  de  À  soumise  au  signe  /  , 

Nous  savons  (n°ô)  que  la  somme  des  résidus  de  celle  fonclion, 
dans  l'intérieur  du  polygone  fondamental,  est  égale  à  zéro. 

Les  infinis  de  la  fonction  6(X)  sont  de  trois  sortes  : 

1°  Ceux  qui  correspondent  à  un  zéro  de  <\/(x,y,  z,  t),  c'est-à-dire 
les  arguments,  À,  des  points  communs  à  la  courjje  (_]  et  à  la  surface 
'\>{.r,y,z,/)=  o; 

2"  (Jeux  qui  cori'espondent  à  un  zéro  de  la  fonclion  ,/,  cp^  —  ,/^9,  ; 

■■}"  deux  qui  correspondent  à  un  zéro  de  ('',  dans  le  cas  où  le  nombre  A' 
est  au  moins  égal  à  i,  c'est-à-dire  si  l'on  a  (j^>/>  -^  n  -^-  p  —  3. 

Soil  d'abord  A  l'argumenl  d'un  point  de  la  courbe  (-  situé  sur  la 
surface  <\i{x,y,  z,  t)  =  o. 

Si  nous  admettons  que  celte  surface  ne  louche  C  en  aucun  point, 
A  est  un  zéro  simple  de  '\i{œ^y,z,t)  et   le   résidu  /•  est  donné  parla 
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formule 


q(x,y,z,t)  .r'i-xt'  


et,  d'après  un  calcul  déjà  fait  plusieurs  fois, 

Q{a;y,s,t)  .r't  —  j- t'  i 


/•  = 


fyi^-f'^i,  ''-'         ^'Ax't.-xf)-^^,{y't-yt')  +  ^:Xz'l- 


Remplaçant  x' l  —  xl\  y' l  —  yC ,    :■' t  —  zt'  par  les  quantités  propor- 
tionnelles (w°  4) 

f'ri.-f'-.iy,  Â9'.r-f.ci.^  JH^.-/,.'^,, 

on  trouve 

^      q{œ,y,z,t)      _  Q(X,Y.Z) 
t''-'^{x,y,z,t)         A(X,Y,Z)' 

A  étant  le  déterminant  défini  au  n''  16,  etX,  Y,Zétant  les  coordonnées 

d'un  des  points  communs  à  la  courbe  C  et  à  la  surface  ']/(X,  Y,  Z  )  =  o. 

La  somme  des  résidus  de  la  fonction  0(/V),  correspondant  aux  zéros 

de  ^];,  est  donc  précisément  égale  à  la  somme  cherchée,  y  -v'  étendue 

aux  points  comnunis  à  la  courbe  C  et  à  la  surface  i^  =  o. 
Soit  maintenant  un  zéro,  À,  àef^<i^'.  — fz^'y 
On  a  en  chaque  point  de  la  courbe  C  (n°  4-) 

.r'i  —  xt'     __    y't  —  yt'     _     z't~zl' 

Si  le  zéro,  A,  de  /^!ç^  —  f'ziy  n'annule  pas  x' t  —  xl' ,  c'est-à-dii^e  si 
le  point  correspondant  de  la  courbe  C  n'est  pas  le  point  de  contact 
d'une  tangente  parallèle  au  plan  des  YZ,  il  annulera  nécessairement 
les  fonctions  /.'ç^.  — /,'cpl  et  /,.cp^  — />'9.'.-  Deux  cas  sont  donc  à  dis- 


tmguer 


1°  Le  zéro.  A,  dc/,!o!.  —  f['^y  annule  ;r'/  — j,-?';  la  relal 


ion 
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montre  (|iic  0  rtîsle  lini  [loiir  cette  valeur,  et  par  suite  le  n'^sidii  eorres- 
pondant  est  nul. 

■2"  Le  zéro  considéré  annule  /,' s;  -  _/!'  cp',  ; ./;'  cp  ;  —  /^ ç',  ;  /^cp',  -  /^  (^[^  ; 
les  deux  surfaces  /"--  o,  ç  =  o  sont  alors  tangentes  au  point  corres- 
pondant de  la  courbe  C,  ou,  plus  exactement,  leur  intersection  pré- 
sente en  ce  point  un  point  singulier.  Ce  cas  va  lui-même  se  subdiviser 
en  deux  autres,  selon  que  le  point  singulier  de  l'intersection  sera  ou 
non  un  point  singulier  de  la  courbe  C;  ce  sera  nécessairement  un  point 
singidier  de  C,  si  C  constitue  Fintersection  complète  des  deux  surfaces, 
ce  (pie  nous  allons  supposer. 

IS.  Admettons,  dans  cette  hypothèse,  qu'il  s'agisse  d'un  point 
double.  A,  de  la  courbe  C,  de  coordonnées  a,  h,  c,  aucjuel  correspon- 
dent les  deux  valeurs  pi.  et  [j.,  du  paramètre  X. 

Posons,  pour  simplifier, 

Le  résidu  r^,,  delà  fonction  ©Ck),  correspondani  à  l'infini  simple  u.. 
sera 

__Q(a,b,c)  a^ 

'''•■  "  V{a,/>,c)   R>'-hH;6'+1-1^.c"'' 

a\  //,  c  étant  les  dérivées  X,  Y,  Z  par  rapport  à  À,  pour  la  valeur 
X  =  m.  :  ces  dérivées  sont  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  menée,  au  point  A,  à  la  l)ranche  de  la  courbe  C  qui  corres- 
pond à  la  valeur  [j.  du  paramètre. 

On  a  de  même,  pour  le  résidu  correspondant  à  A  —  u, , 

_  Q(g,  l>,c)  a\ . 

^'  "   ^(a,  b,  c)   \\\,a\  H-  Ri,  //,  -f-  R',  c\  ' 

d"où 


/V  -■(-  /'u..  = 


Je  dis  que  la  quantité  entre  crochets  dans  le  second  membre  est 
égale  à  zéro. 
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Soit,  en  effet,  P(X,  Y,  Z)  un  polynôme  de  degré  m  -\-  n  —  f\  en  X, 
Y,  Z. 

On  voit,  comme  plus  haut ,  que  Fintégrale,  appartenant  à  la  courbe  C, 

prise  le  long  du  polygone  fondamental  est  nulle.  Celte  intégrale  peut 
s'écrire 

et,  t  n'étant  pas  en  facteur  au  dénominateur  à  cause  du  degré  de  P,  la 
quantité  sous  le  signe  /  n'a  pas  d'autres  infinis  que  les  valeurs  de  A 
qui  correspondent  aux  points  singuHers  de  la  courbe  C.  La  somme 
des  résidus  relatifs  à  ces  valeurs  est  donc  nulle.  Or,  on  peut  choisir 
pour  P  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  surface  de  degré 
m  -h  n  —  4,  présentant  en  tous  les  points  singuliers  de  la  courbe  C,  le 
pouit  A  excepté,  le  caractère  d'une  surface  adjointe  (' );  les  seuls  infinis 

p ( ^' ( -cl') 

de  la  fonction  -^, ^r-r-  sont  alors  les  quantités  u.  et  a,  ;  la  somme 

/r'?z-fzfy 

des  résidus  cori'espondants  étant  nulle,  on  a,  comme  plus  haut, 

et,  [)ar  suite,  on  a  bien  aussi,  puisque  V(a,b,c)  n'est  pas  nul, 

Il  n'y  aurait  d'exception  c{ue  si,  dans  l'expression  de  r'^-h  /"jj.,,  on  ne 

pouvait  pas  mettre  en  facteur  ,,  ' ,  '  ,  >  c'est-à-dire  si  J>(a,  h,  c)  était 
1  1  <\i{a,  b,c)  T  \    '     '     - 

nul,  ce  qui,  géométriquement,  signifierait  que  la  surface  '\  —  o  passe 

par  le  point  singulier.  Ecartons  ce  cas  particulier  ;  nous  voyons  cpie,  si 

la  courbe  C  est  linterseclion  complète  des  deux  surfaces  /  =  o,  ç  =  o. 


(')    Voir,  pour   la   (lémonstralioii   tie  l'existence  crun  tel  polynôme   P   le  Mé- 
moire de  M.  Notlier  sur  les  courbes  gauclies  (Journal  de  C  relie,  t.  93). 
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il  iTy  il  |iiis,  dans  révaliialioii  des  résidus  de  0(A),  à  lenir  coinple 
des  zéros  de/^^f'^  —  f'/^z- 

Si  C  ne  forme  pas  Fiiiterscction  complèle  des  deux  surfaces  /"=  o, 
'y  =  o,  nous  nous  bornerons  à  faire  observer  qu'on  n'a  pas  à  tenir 
compte  de  ces  zéros  s'ils  annulent  en  même  temps  Q(j;',^',  -,  /)'  pfircc 
qu'alors  0(A)  reste  fini  pour  les  valeurs  correspondantes. 

lî).  Revenant  au  cas  où  C  est  l'intersection  complète  des  deux  sur- 
faces /=  o,  cp  =  o,  il  résulte  de  tout  ce  cjui  précède  que  la  somme  à 

évaluer,  ^^  ^î  ou,  en  coordonnées  homogènes,  V     . J^    ,  èlendue  à 

loua  les  points  communs  aux  trois  surfaces  y  =  o,  ?  ^=  o,  ij;  =  o, 
est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme  des  résidus,  correspon- 
dant aux  zéros  de  /,  de  la  funvtion 

où  l'on  suppose  les  coordonnées  do  la  courbe  /^=  o,  cp  :=  o  exprimées 
en  fonction  thètafuchsienne  d'un  paramètre  T.. 

Rappelons  que  m,  //,  p,  q  sont  les  degrés  en  X,  \  ,  Z  de  /,  o,  '1,  () 
et  qu'on  a 

k  =  y  —  (ut  +  //  -f-  p)  -+-  4  • 

l'our  arrivera  ce  résultat  nous  avons  dû  faire  plusieurs  hypothèses, 
dont  il  est  aisé  de  nous  débarrasser. 

Nous  avons  admis  cjue  la  surface  vp  ==  o  ne  touchait  pas  la  courbe  C 
et  ne  passait  par  aucun  des  points  singuliers  de  celte  courbe. 

S'il  en  est  autrement,  désignons  par  *',_>',  :-,  t  les  coordonnées  d'un 
point  de  contact  de  'j;  =  o  et  de  C,  ou  celles  d'un  point  double  de  C 
par  lequel  passerait  la  surface  <|i  =  o.  Il  est  clair  qu'en  ce  point  le  dé- 
terminant A  s'annule;  de  plus,  deux  des  points  communs  aux  trois  sur- 
faces /  =  o,  cp  ^  o,  ']/  =  o  étant  confondus  avec  le  point  x,  y,  z,  t,  deux 

des  termes  de  la  somme  V  ^  deviennent  infinis,  et  cette  somme  est 

iiKh'Icrmiuée. 
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Mais,  si  nous  supposons  ([ue  la  surface  ■]/  =  o  dépende  d'un  paranièlre 
variable,  le  théorème  précédent  s'applicpiera  lorsque  cette  surface, 
par  exemple,  sera  sur  le  point  de  toucher  la  courbe  C,  et  il  restera 

vrai  à  la  limite,  lorsqu'elle  touchera  cette  courbe;  la  somme  V  ^,  dont 

deux  termes  tendent  vers  l'infini,  aura  ainsi  une  limite  bien  détermi- 
née. Il  en  sera  de  même  si  la  surface  ']/  ^  o  vient  à  passer,  en  variant 
d'une  manière  continue,  par  un  point  multiple  de  C. 

Il  faut  seulement  cjue  la  surface  mobile,  '^  =  o,  ne  passe  pas  con- 
stamment par  un  point  multiple  deC,  et  ne  touche  pas  constamment 
cette  courbe  en  un  même  point. 

Remarquons  enfin  qu'il  n'est  pas  nécessaire,  pour  qu  on  puisse  ap- 
pliquer la  formule  précédente,  que  les  surfaces  y  ^  o,  cp  =  o  se  cou- 
pent suivant  une  courbe  indécomposable  :  si  ces  surfaces  se  coupaient 
en  effet  suivant  plusieurs  courbes  distinctes,  on  pourrait  modifier  in- 
finiment peu  leurs  coefficients  de  façon  à  rester  dans  l'hypothèse  d'une 
intersection  indécomposable,  et  le  théorème  serait  applicable.  Il  res- 
tera donc  à  la  limite,  puisqu'il  conduit  à  une  formule  parfaitement  dé- 
terminée; seulement  il  faudra  former  autant  de  fonctions  0(X)  cju'il 
y  a  de  courbes  distinctes  dans  l'intersection  des  deux  surfaces,  et 
faire  la  somme  des  résidus  de  toutes  ces  fonctions  pour  tous  les  zéros 
de  /. 

20.  On  peut,  dans  certains  cas,  transformer  ce  résultat,  pour  le 
présenter  sous  une  forme  plus  simple. 

Soit  Ao  un  zéro  de  /,  c'est-à-dire  l'argument  d'un  point  à  l'infini  sur 
la  courbe  /  :=  o,  ç  =  o.  Le  résidu  correspondant  de  0(  A)  est  égal,  au 

facteur  -— .  près,  à  la  valeur  de  l'intégrale  /0(À)  dX  le  long  d'un  petit 

contour  entourant  le  point  A„.  Effectuons  un  changement  de  variable. 

en  prenant  pour  nouvelle  variable,  à  la  place  de  A,  la  quantité-;  et 

posons 

-  =•  U,  •-  =  ri,  -  =  <-■ 

Soient  o,  'q„,  'Ca  les  valeurs  de  0,  y],  "C  pour  A  =  A,,  ;  l'intégrale  pré- 
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cédenle  peut  s'écrire 


0(A)r/x=   /  e 


-    /  ®('^)7:flnd% 


c'esL-à-dire 

ou,  en  siniplifianl  et  remarquant  que  h  =  q  —(m  +  n  -f-/>)+  4?     ' 

Si  A„  est  un  zéro  simple  de  /,  pendant  que  la  variable  A  déeril  un 
contour  autour  du  poini  A„,  la  variable  G  décrira  une  fois  im  contour 
autour  du  point  0  =  o,  et,  par  suite,  le  résidu  que  nous  chercbons  sera 

égal  au  produit  de  -^.  par  la  valeur  de  Tintégrale  du  second  membre  le 

long  d'un  petit  contour  entourant  le  point  0  =^  o,  les  fonctions  y]  et  "C 
étant  définies  par  les  équations 

/{\,-q/C,  0)  =  o,  o(r,  Y],<:,  0)=o, 

et  ayant  les  valeurs  initiales  rio  et  '(„  pour  0  =  o.  On  peut  donc  dire 
(jue  le  résidu  cliercb(''  est  le  résidu  de  la  fonction  de  0 


4-  L/vft-/;?.]')'' 


pour  0  =  o.  Y]  et  Ç  étant  définis  comme  on  vient  de  l'expliquer.  Ce 
résidu  est  évidemment  égal  au  coefficient  de  ô*~'  dans  le  développe- 
ment, suivant  les  puissances  croissantes  de  0,  de  la  fonction 


0 


c'est-à-dire  à  l'expression 


1  .  2  .  .  .  (  A  — 

où  l'on  a  fait  0  =  o 
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Nous  sommes  .linsi  arrivé  à  la  formule  suivaule  : 
Soicnl  trois  surfaces  algébriques, 
f(x,y,z,l)r^o,  9 (j:-, _>',;, /)=:o,  ■!(./;, 7,  r, /)  =  o, 

de  degrés  respectifs  ni.,  //,  p;  soit  de  plus  Q(-^'',y,  ^,  t)  un  polynôme 
homogène  en.  ^,  y,  ^,  ^,  dont  le  degré  q  est  supérieur  ou  égal  à 
m  -^-  n  -h  p~3,  et  soit  posé 

h  —  q  -  (m  ^  n  -hp)-h  -]. 

Désignons  par  A  le  déterminant 


L  fy  ./; 

?x    ?;   ?'. 

'i-  '^\  ^; 


o 


La  valeur  de  la  somme  7     ,_J,     >  étendue  à  tous  les  points  communs 
au.c  trois  sur  faces  f  =^  o,  '^  =  o,  •];  =:  o,  cv^  donnée  par  la  formjile 


(,' ;    ^  <*-iÂ      i.2...(A-  — I) .^  ^0''-' 


Q(',-i,?,o) 


U(i,-'.,?,e)[,/-<pj;-/^^.;,] 


Dans  le  second  membre,  la  somme  s'étend  à  tous  les  points  à 
l'infini  de  la  courbe  f  =  o,  9  =  0;  v],  'C,  0  désignent  ^-i  -,  -;  r,  el  "C 
5o«/  considérées  comme  des  fonctions  de  0  définies  par  les  équa- 


tions 


/(l,  Y],  ■(,  0)  =  o,  5(t,  ■/],"(,  0)=  o, 


e/,  dans  la  dérivée  d'ordre  k  —  i  calculée  d'après  ces  bases,  on  fait 
finalement  0  =  o. 

On  suppose  toutefois  que  la  courbe  /"=  o,  0  =  0  ne  touelie  [las  ic 
ijlan  de  l'infini. 


Journ.  de  Math.  (\'  série),  lomc  V.  —   Fasc.  I,   iSSg. 
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21.  Remarque  1.  —  Dans  cet  énoncé,  nous  n'avons  pas  laissé  sub- 
sister la  restriction  faite  plus  haut  (jue  la  courhe  commune  aux  surfaces 
/■=  o,  cp  =  G  est  indécomposable  :  si  en  effet  les  deux  surfaces  se  cou- 
pent suivant  plusieurs  courbes  distinctes,  modifions  infiniment  peu 
leurs  coeflicienls  de  manière  qu'elles  se  rencontrent  suivant  une  courbe 
indécomposable;  le  tliéorème  est  alors  applicable,  et  il  est  claii(pi"il 
reste  vrai  à  la  limite,  puisque  la  formule  continue  à  se  présenter  sous  une 
forme  bien  déterminée.  Seulement  il  importe  d'observer  que  la  somme 

7    -^r-— ainsi  calcub'-e  s'étend  à  tous  les  points  communs  aux  surfaces 

/":=  o,  '^  ^  o,  '\i  ^  o,  et  qu'elle  ne  serait  pas  vraie  si  on  l'appliquait 
seulement  aux  points  communs  à  la  surface  tj;  =  o  et  à  une  partie  de 
l'intersection  des  surfaces/=  o,  '^  =  o. 

22.  Remarque  II .  —  La  formule  se  présente  sous  une  forme  non 
symétrique  par  rapport  aux  fonctions  /'.  cp  et  (j;  :  il  est  clair  qu'elle  peut 
prendre  deux  autres  formes,  par  la  permutation  entre  elles  de  ces 
fonctions.  Dans  cbaque  cas  particulier,  on  choisira  ainsi  la  forme  la  plus 
commode  pour  le  développement  de  la  dérivée  d'ordre  /i  —  i . 

25.    Remarque  III.  —  SI  le  degré  de  Q  est  inférieur  ou  égal  à 

m  -^  Il  +  p  ~  1 , 

/»■  est  négatif  ou  nul,  et  /  ne  figure  plus  en  dénominateur  dans  0(A)  : 
il  n'y  a  donc  pas  de  résidus  correspondant  aux  zéros  de  /,  et  la  somme 

>^  i étendue  aux  points  d'intersection  des  trois  surfaces  /*=o, 

o  =  o,  'j/  =;  o,  est  nulle.  C'est  le  théorème  de  Jacobi,  Liouville  et 
Clebsch. 

21.  Re/>/a?-que  /I  .  —  Si  Q  est  de  même  degré  que  A,  c'est-à-dire 
d(?  degré  /n  +  //  -i-/>  —  3,  on  aura  A  =  i,  et  la  formule  devient 

A         ^^(l,r„^,o)[/,co^-/^'<p.,] 

ou,  si  l'on  veut, 

7'Q(.v,y,  3,  t) 


)[frf^~-/z'?r\ 
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la  somiiio  du  secoiul  nicniljro  étant  étendue  aux  points  à  linlini  de  la 
courbe  /"=  0,0^0. 

Celte  somme  ne  dépend  que  des  termes  des  désirés  le  [)lus  élevés  en 
:c,y,  z  dans  les  polynômes/,  0,  '-p  et  (1,  c'est-à-dire  des  courbes  à  l'in- 
fini sur  les  surfaces  /"  =  o,  '^  ^  o,  •];  =  o,  Q  =  o  ;  elle  ne  change  donc 
pas  si  l'on  remplace  ces  surfaces  par  des  surfaces  (jui  leur  soient  respec- 
tivement asympto  tiques. 

2o.  Remarque  V.  —  On  voit  de  même,  en  général,  (jue  la  somme 
5j~it^^'  étendue  aux  points  d'intersection  des  trois  sui'faces  /=  o, 
o  =  o,  ■];  =  o,  ne  change  pas  si  l'on  remplace/,  o,  '];  cl  ()  respi^ctive- 
ment  par/-t-  /*/  ;  ç  -h  ^*ç),  ;  ■]'  4-  Z*'!,  ;  Q  -h  /''Q,  ;/,,  'f ,,  ■■p,.  <.',  •'■l-n''- 
des  polynômes  quelconques  de  degrés  respectifs  //?  —  /. .  n  —  A,  p  —  A , 
q  —  k]  car,  dans  la  dérivée  d'ordre  A"  —  i  cjui  figure  dans  le  second 
membre  de  (8),/,  o,,  '|,,  Q,  et  leurs  dérivées  n'apparaîtront  que 
multipliés  par  des  puissances  de  6,  et  par  suite  ne  subsisteront  plus 
dans  ré(|uation  quand  on  y  fera  0  =  o. 

26.   Remarque  J  /.  —  La  forme  d(>  la  fonclion  0(^  A) 

Q  .r't  —  .rt' 


&(\) 


']'(/;?; -./y?;) 


montre  que  les  résidus  par  rapport  aux  zéros  de  /''  seront  tous  nuls,  non 
seulement  si  Q  est  divisible  par  t'',  ce  qui  est  le  cas  de  la  Remarque  III , 

mais  encore  si  -|  reste  fini  pour  les  points  de  la  courbe  /=  o,  '^  =  o, 

situés  dans  le  plan  de  l'infini,  /  =  o.  Donc  : 

La  soDime    >,  ,,.  , .  ,  ~ -,  étendue  aux  points  d  irdeisertiun 

des  trois  surfaces  /:=  o,   o  :=  o,   '|  =  o,   est  nulle  si   la   fonction 

,k  '7-!' —  reste  finie  pour  les  points  à  l'infini  de  la.  courbe  com- 
mune à  deux  de  ces  surfaces,  en  désignant  |)ar  |x  une  fonction  linéain- 
([uelcon(pie  de  .r,y,  z,  t,  introduite  pour  l'homogénéité,  et  ne  s'anuulant 
en  aucun  de  ces  points. 
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27.  I^a  lorinul(*  du  ii"  19  csl  susceptible  (riine  exLensioii  ini|)oilanl(\ 

à  laquelle  on  arrive  par  rapj)licalion  des  principes  employés  ]ilus  liaul. 

Si  l'on  pari  eu  efl'el  de  riiilégrale,  ap|)arlenant  toujours  à  la  courhe 

/■=:  o,  o  =  o, 

■  __  f         g(X,Y,Z) dx 

-J  .|(X,  Y,  Z)[/v»'  -/z»'ï]  H«TP. . .  ' 

O  riant  un  polynôme  de  deij;ré  q;  R,  T,  . . .  des  polynômes  de  degrés 
r,  s,  . . .  en  X,  Y,  Z,  on  voit  qu'en  la  rendant  homogène  et  en  substi- 
tuant à  X,  y,  z,  l  leurs  valeurs  en  fonction  thêtafuchsienne  de  X,  elle 
prend  la  l'orme 

élant  posé- 

h  =  q  ->r  4  —  (m  4-  /^  +  />)  —  (ar  +  [î.s  -f-  . . .  j. 

Le  fadeur  /  ne  liginera  pas  au  dénominateur  si  Ton  a  /i  :  o,  c'est- 
à-dire  si 

m  H-  /<-)-/>-)-  a/-  -f-  [5 .s  -1-  ...  ^ ^r  -f-  '\. 

Cela  posé,  on  voit,  comme  plus  haut,  que  la  sonmie  des  résidus, 
dans  le  polvi;one  foudamenlal,  de  la  fonction 

est  nulle,  et  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  de  ceux  qui  proviennent 
des  zéros  de  //p,  —  /.' ^',. ,  pourvu  toutefois  qu'aucune  des  surfaces 
'^i=o;  R  =  o;T  =  o;  ...;  /  =  one  passe  par  un  point  singulier  de  la 
courbe  /  =  o,  o  =  o. 

Le  résidu  de  QÇk)  pour  un  zér<)  de   ,p,   correspondant  à   un  poini 
.i\y,z,  /de  la  courbe  /'=:  o,  o  ^  o,  est,  d'après  le  calcid  du  n"  17, 


<-)n  a  tloiic  la  relation 
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la  proinièrc  somme  sYicndant  aux  points  communs  aux  sm-faccs  /  =  o, 

-p  =  o,  'I  =  o;  y  Pk:  ^  pTi  ■  ■  ■  désignant  les  sommes  des  résidus  de  la 

fonction  0(^X)  par  rap|)oit  aux  zéros  de  R,  T,  . . .,  /*. 

Si  l'on  suppose  a  =  [3  =  . . .  =  t  ,  et  si  /»  est  nul  ou  uéi;alif,   la   for- 


mule tlevienl 


y'')    2-A^,,^HS...  +2-A,,„.fr...  -^Za,,,^ï\...  + "' 

A^ç,^  désignant  toujours  le  déterminant  dont  les  lignes  sont  les  déri\(''es 
partielles  de/,  <p,  tj>  par  rapport  à  x,  y,  z..  La  première  somme  s'étend 
aux  points  communs  aux  surfaces  _/=  o,  cp  =  o,  i|;  =  o;  la  seconde 
aux  points  communs  &/=^  o,  cp  =  o,  R  =;  o,  et  ainsi  de  suite. 

*i.S.RcinarqucI.  —  La  formule  (lo)  montre  que  la  somme  V  Aust^r-i — 

est  nulle  si  0()^)  n"a  pas  d'autres  infinis  que  les  zéros  de  ■]/  et  ceux  de 
y„cp'j  —  f'z^yi  c'est-à-dire  si  la  surface  Q  =  o  a  un  contact  d'ordie  a  —  i 
avec  la  courbe  y  ^  o,  cp  ^  o,  en  tout  point  de  cette  courbe  silué  sur 
R  =  o;  un  contact  d'ordre  ^  —  i  en  tout  point  silué  sur  T  ^  o,  . . ., 
un  contact  d'ordre  k  —  i  en  tout  point  situé  sur  /  =  o,  |/i  :!  i]. 

D'une  manière  plus  précise,  on  peut  dire  que  la  somme  V  -j  y^^s 

étendue  aux  points  communs  aux  surfaces  y=  o,  o  ^  o,  ']/  r  t  o  est 

nulle,  si  la  fonction  ,,„„„       ..    ,,  reste  finie  pour  tous  les  points  de  la 

K*  1  P  .  .   .  f  *  [JL  ^  ^ 

courbe /=  o,  cp  =  o  situés  sur  les  surfaces  R  =t  o,  T  =  o,  ...,/  =  o, 
[j.  étant  une  fonction  linéaire  de  x,y,  z,  /,  introduite  à  une  puissance 
convenable  pour  l'homogénéité,  _et  ne  s'annulant  en  aucun  de  ces 
points. 

29.  Remarque  II.  —  Si,  dans  ce  qui  précède,  on  remplace  le  poly- 
nôme Q  par  un  polynôme  de  même  degré,  Q,,  de  la  forme 

Q,=:Q  + A/+B9-HC4., 
A,  B,  C  étant  des  polynômes  entiers,  la  somme  z!  a  u m ■^4 '  étendue 
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aux  poinls  d'inlerseclion  des  surfaces  _/"=  o,  ç  :=  o,  '-j;  =  o,  sera  égale 
à  la  somme  analogue,  où  Q,  est  remplacé  par  Q. 

l''lle  aura  encore  pour  valeur  la  somme,  changée  de  signe,  des  rési- 
dus par  rapport  aux  zéros  de  R,  S,  . . .,  /  de  la  fonction 

_  Q+A/+By  +  Cq.    .r't-.rt' 

I']llc  sera  nulle  si  la  fonction  -^^ — n'aTu Tt'^t —   l'cstc  finie  pour  tous 

les  |ioinls  de  la  courbey=  o,  ç  =  o,  et  en  particulier  si 

estdiNisibleparrx^T?.../*. 


IV.  —  Applic\tio>-  \ux  intégrales  multiples  du  théorème  d'Abel. 

50.  Soit  /(  X,  Y,  Z)  =  o  l'équation  d'une  surface  algébrique  de 
degré  m  ;  considérons  l'intégrale  double,  appartenant  à  cette  surface, 

.  _  r  rQ(X,Y,z)  dxd\ 

-"-J  J  S(\,\,Z)      /, 

Soient  maintenant  deux  systèmes  de  surfaces  algébriques  : 

cl>(X,Y,Z,«)  =  o,         T(X,Y,Z,r)  =  o, 

dont  les  équalions,  de  degrés  n  elp  en  X,  Y,  Z,  renferment  respective- 
ment deux  paramètres,  u  et  c. 

Deux  surfaces  voisines  du  premier  système  et  deux  surfaces  voisines 
du  second  découpent  sur  la  surface  fixe,/"(X,  \ ,  Z)=:  o,  des  quadri- 
latères curvilignes  infiniment  petits,  dont  le  nombre  est  égal  à  celui  des 
])oints  de  rencontre  des  surfaces /=  o,  $  ^  o,  ^F  ^  o,  c'est-à-dire  à 
nt/ip. 

Si  l'on  fait  varier  la  deuxième  surface  du  système  ii,  en  laissant  la  pre- 
mière fixe,  et  si  l'on  fait  de  même  varier  la  deuxième  surface  du  sys- 
tème c,  les  quadrilatères  découpés  prendront  des  dimensions  finies  :  le 
problème  que  nous  nous  proposons  est  d'évaluer  la  somme  algébrique 
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des  valeurs  de  Tintêgrale  J,  prise  dans  tous  les  quadrilatères  ainsi  dé- 
terminés. 
Soient 

<P(X,  Y,  Z,  u)=  o,         a>(X,  Y,  Z,  «  +  du)  =  0, 

W(X,  Y,  Z,  v)  =--  o,         W(X,  Y,  Z,  r  +  rfr)  =  o 

les  équations  de  deux  surfaces  voisines  du  système  u  et  de  deux  sur- 
faces voisines  du  système  v.  Transformons  l'intégrale  J  en  prenant  pour 
variables  a  et  r  à  la  place  de  X,  Y. 

Il  faut,  pour  cela,  remplacer  dXdY  par  - — r-n,  H  désignant  le  ja- 

cobien  de  u  et  f,  considérés  comme  fonctions  de  X  et  Y. 
Or  on  a  les  relations 

/(X,Y,Z)=o, 

$(X,Y,Z,«)=o, 

■«F(X,Y,Z,r;-o, 
d'où 

-j^  dX  -+-  -^^  dY  -h  ~  dZ  =  o, 
ôX  yi  wZ  ' 

fM'    ,,.                                                    f)<t'    , 
Vi7  a\  + = r-  au, 

aX  Ou       ' 

3T?  et  A  H- =  —  s-  dv. 

Si  Ton  tire  f/Z  de  la  première  de  ces  équations  pour  le  porter  dans 
les  deux  autres,  on  trouve 

LdX  dZ        dZ  dXj  "-^  ^  L^Y  dZ         dZ  dY]^^  ~        du  dz'"'' 
et  une  équation  analogue  pour  dv. 

Ces  relations  donnent  -r^j  ^y)  -y^>  ^  et  Ton  a,  par  suite, 


„'      au    di'        ai'  du 
OXdY^dXdY 


d*  d/;_  d*  df\  fd^  ^  _  ^  ^ 
d\dZ'~  dZ  d'x)  [dY  dZ        dZ  dY 


dX  âZ       dZ  dx)  \dY  dZ~dZ  dYj 


d^  dw^  /df\- 

àu  dv  \àZ, 
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H 


d<i>  ôv  àf 
du   àv  àZ 

^      'IL      ^ 
dX     dY      dZ 

(9■^     d*!»     â't' 
âX      dY     7)1 

f}v     J>r     d^' 
dX     dY     IZ 


li'élrinent  de  l'inlcirralc  double  J  devieiil  ainsi 


Q  ^X  dY  _    Q_ 

S      n      -  S/z' 


du  dv 


mod 


d'i' 
d 


l^a  soininc  de  ces  éléments  dans  les  quadrilatères  infiniment  petits 

(l(''<ou|)(''s  sur  la  surface  /"^  o  parles  quatre  surfaces  considérées  a  donc 

|H)ur  valiMii" 

(H;  d^  df 

,      ;   v   Q          ,  du  dv  dZ 
du  dv  >  ;t^  mou r • 

Au  lieu  de  considérer  la  somme  de  ces  éléments,  considérons  leur 
somme  algébrique,  en  supprimant  le  signe  mod  ;  nous  aurons  alors  à 
évaluer  Texpression 

,     j   yr^  Q   d'i'  d'X' 

^^?>^  du   df 


la  souimc  s'éteudant  à  tous  les  points  communs  aux  surfaces  _/"=:  o. 
«I»  =  o,  ^^  =  o  ;  et  par  suite,  la  somme  algébrique  des  valeurs  que  prend 
liutégrale  J  dans  les  cpiadrilatères  curvilignes  compris  sur  la  surface 
/"  ^^  o,  cuire  les  surfaces 

*(  X,  Y,  Z,  u„  )  =  o,         $(X,  Y,  Z,  «)=  o, 
^'{  X,  Y,  z,  r„  )  =  o,         n'{  X,  Y,  z,  i  )  --^  o, 
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aura  [lour  expression 

la  somnio  s'étendanl  aux  points  communs  aux  trois  surfaces 

/  =  o,         «T>(X,Y,Z,«)=o,         F(X,Y,Z,p)  =  o. 

Comme  nous  l'avons  fait  observer,  c'est  là  l'expression  de  la  sonnnc 
algébrique  des  valeurs  de  l'intégrale  J  ;  pour  préciser,  on  peut  dire  (pic, 

dans  cette  somme,  chaque  élément  de  Tintégrale  .]  ^,dXdY  figure, 

^  ^  ËZ  A 

multiplié  par  (  — i)*^"  *■  '^'-    . 

51.  Dans  la  nouvelle  intégrale  double  (12),  en  u  et  r,  entre  inie 
somme  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  étudiées  précédemment. 

Cette  somme  est  une  fonction  symétrique  des  coordonnées  des  points 
communs  aux  surfaces  /=  o,  $  =  o,  ^''  =  o  :  c'est  donc  uue  foucliou 
rationnelle  de  u  et  r. 

LiutéoTale  double  K  est  donc  de  la  forim- 


(lll(h\ 


M  et  N  étant  des  polynômes  entiers.  Cette  intégrale  ne  jieut  dune,  en 
général,  se  ramener  aux  fonctions  rationnelles  et  logaritliiuicpics, 
comme  dans  le  cas  d'une  seule  variable. 

Une  étude  approfondie  des  différentes  formes  dont  elle  est  suscep- 
tible sortirait  du  cadre  du  présent  Mémoire,  et  nous  nous  réservons  de 
revenir  plus  tard  sur  ce  point;  nous  nous  contenterons  de  signaler  ici, 
en  raison  de  leurs  applications  géométriques,  quelques  cas  particuliers 
très  étendus  où  l'intégrale  K  se  présente  sous  une  forme  simple. 

5*2.  Supjjosons  d'abord  que  les  systèmes  de  surfaces  $  =  o,  if  =  o 
soient  deux  faisceaux  ponctuels,  et  posons 

*  (X,  Y,  Z,  «)  =  $,  (X,  Y,  Z  )  ^  w  cl»,  (X,  Y,  Z), 
F(X,  Y,  Z,  v)  =  ¥, (X,  Y,  Z)  +  r W,{\,  Y,  Z).    _ 

Journ.  de  Matli.  {\'  série),  lomé  V.  —  Fasc.  I,   iSSg.  I'^ 
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<  )a  aura 


K=//rf,„A^vQJ^, 


la  somme  V  s'élcndant  aux  points  communs  aux  surfaces/  =  o,  $  =  o, 

'^F  =  o. 

Soient  toujours  m,  /?,  />,  y,  s  les  degrés,  en  X,  \  ,  Z,  de/,  <1>,  ^'',  (^,  S. 

J_,a  somme  >  -c"V— '  devient,  en  coordonnées  homogènes, 

étant  posé 

k  =^  q  —  s  —  //«  +  4 . 

Nous  distinguerons  deux  cas,  selon  que  k  est  ou  n'est  pas  supérieur 
à  zéi'o. 

1°  Soit  d'abord /i  5  o. 

D'apiès  les  propositions  du  n"  28,  la  somme  précédente  sera  nulle 
si  la  loue  lion 

reste  finie  en  tous  les  points  de  la  courbe  /=  o,  <!•  =  o,  situés  sur  la 
surface  S  ^  o;  [Ji  désigne  une  fonction  linéaire  quelconque  de  x,  y,  z, 
(,  ne  devenant  pas  nulle  en  ces  points,  et  A  est  défini  par  la  relation 

h  =  /)i  -h  //  -h  p  —  4  • 

À  fortiori,  la  somme  dont  il  s'agit  sera  nulle  si  la  fonction  (i3)  reste 
finie  en  chacun  des  points  de  la  courbe  commune  aux  surfaces  /=  o; 
S  =  o  :  celte  condition  est  plus  avantageuse  à  étudier  que  la  précédente, 
parce  que  la  courbe/  =  o,  S  =  o  est  une  courbe  fixe,  indépendante  des 
paramètres  u  et  r. 

Seulement,  il  importe  de  remarquer  que  [jl  est  alors  une  fonction 
linéaire  de  x,  y,  z,  t,  qu'on  devra  faire  varier  d'un  point  à  l'autre  de 
cette  courbe,  de  telle  façon  qu'elle  ne  s'annule  pas  au  point  de  la  courlie 
(jue  l'on  considère. 
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Posons,  pour  aljréger, 
et  supposons  quo  Ton  ail 

s  =  ri*TP.... 

Imaginons  que  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  ,/"=  o  soienl 
exprimées  en  fonction  de  deux  paramètres,  cr  et  to  ;  :^(x,  y,  z,  t)  devient 
alors  une  fonction  3(<7,w). 

Cherchons  d'abord  à  ffuelles  conditions  n„rj,l,        restera  fini  en  un 

li"- 1 P  . . . 

point,  de  paramètres  co„,  g„,  situé  sur  la  surface  R  =  o. 

Si  ce  point  est  un  point  ordinaire  de  la  surface  /=  o,  et  si  la  surface 

li  ^  o  ne  la  touche  pas  en  ce  point,  on  aura,  au  voisinage  des  valeurs 


II(C0,  g)  =  A,((ii  —  C0„)-+-  \\U((J  —  (T„)+  3(cl)  —  co„)--t-. ..  , 

-A,  et  il",  n'étant  pas  nuls  à  la  fois. 

Si  les  surfaces  T  =  o,  ...  ne  passent  pas  par  le  point  considéré,  il 

faudra,  pour  que  jr^^Tpp —  reste  fini  pour  co  =  oj„,  i  =  (7„,  cpic  Wm  ail, 

])our  ces  valeurs, 


<joj»- 


=  O, 


1 

o, 

. . .  , 

•  •  •  1 

o 

Si  la  surface  R  =  o  louche  au  point  oj^,  !7(,  la  surface  f  —  o.  ou, 
plus  généralement,  si  la  surface  S  =  o  a  en  ce  point,  avec  cette  der- 
nière, un  contact  d'ordre  /— i  (7  étant  supérieur  à  a),  c(>  qui  se 
présente  notamment  aux  points  communs  à/=  o  el  à  deux  des  sur- 
faces R  =  o,  T  =  o,  ....  il  faudra,  pour  que  ^^^  •  •  •  reste  fini  au  point 
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considéré,  ajouter  aux  équations  qui  précèdent  les  suivantes 


= 

^h 

d'-Ki 

= 

o, 

O^y' 


=  o. 


(]omnie  la  fonction  [jt.  no  s'annule  pas  pour  co  =  co„,  a  =  c7o,  il  faut  évi- 
demment que  ces  conditions  soient  vérifiées  j)ar  la  fonction  Q'P^^^o^"'' 
qui  rii;ure  au  numérateur  de  .f;  géométriqueuienl,  d'après  la  théorie 
du  contact,  cela  revient  à  dire  cjue  la  surface  Q'P.W^i"''  =^  o  passe  par 
la  courbe  commune  aux  surfaces/  :=  o,  S  =^  o,  et  cjue,  si  en  un  point 
de  cette  courbe  la  surface  S  =  o  a  un  contact  d'ordre  / —  i  avec  la  sur- 
face /  =  o,  la  surface  0$,^''.,  ?-*=  o  a,  au  même  point,  avec  cette 
dernière,  un  contact  d'ordre  supérieur. 

La  surface  Q*è.,W.,r''  =  o  se  décomposant  en  surfaces  distinctes,  il 
suffît  cjuc  la  condition  précédente  soit  remplie  par  l'une  d'elles,  et  en 
])articulier  par  la  surface  'l'^U'o  =  o. 

2°  Soit  maintenant  /.  >  o.  La  somme  V^„\  '  s'écrit,  en  coordon- 


nées  homogènes. 


■YO'K^I'. 


et  Fou  voit  comme  précédemment  qu'elle  sera  nulle  si  la  fonction 

Q  *2  'i'"? 


(•4) 


s  <'■>'- 


reste  finie  en  tous  les  points  de  la  courbe  commune  à  la  surface  ./  =  o 
et  à  la  surface  S/*  =  o. 

On  arrive  ainsi  à  un  résultat  semblable  à  celui  que  l'on  a  trouvé 
])lus  haut,  en  ayant  soin  de  traiter  le  facteur  /*  qui  figure  au  dénomi- 
ualein-  comme  on  a  traité  les  facteurs  R",  Tf, .... 

55.  Toutes  ces  conséquences  peuvent  se  résumer  en  une  formule 
simple. 
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Soit  I  une  inlt''i;Tale  double  abéliennc  apparlenaiU  à  une  surface  alj. 
brique,  /(X,  \  ,  Z)  =  o,  de  degré  m, 


ff^dX^lY, 


Q  et  S  étant  des  polynômes  de  degrés  q  el  s  en  X,  \' ,  Z. 

La  somme  algébrique  des  valeurs  que  prend  l'intégrale  I  dans  les 
polygones  curvilignes  découpés  sur  la  surface /=  o  par  deux  surfaces 
cpielconques  d'un  premier  faisccniu  ponctuel  de  degré  /i,  et  deux  sur- 
faces quelconques  d'un  second  faisceau  de  degré  p,  est  égale  à  zéro  si 
l'on  peut  trouver  une  surface  $2  ==  o  du  premier  faisceau  et  une  surface 
■^2  =  o  du  second,  telles  que  la  fonction 

0<I),il'., 


sr'>" 


reste  finie  en  cbacun  des  points  de  la  surface  /=  o  situés  sur  les  sur- 
faces 5  =  o,  /  =  o ,  étant  posé 

k  =^  q   —  s  —  m  -+-  4, 

h  =  m  -+-  n  +  />   —  4* 

Dans  cette  fonction,  jj.  désigne  une  expression  linéaire  quelconque 
en  X,  y,  z,  /,  introduite  pour  l'homogénéité,  et  qu'on  choisira  de  ma- 
nière à  ne  pas  s'annuler  au  point  de  la  surface  /=  o  que  l'on  consi- 
dérera. 

Géométriquement,  cette  condition  est  équivalente  à  la  suivante  :  il 
faut  (ju'on  puisse  trouver  une  surface  $2  =  o  du  premier  faisceau,  et 
une  surface  W^—  o  du  second,  telles  que  la  surface  $0^2  =  0  passe 
par  tous  les  points  de  la  surface /==  o  situés  sur  la  surface  S<''=  o,  et 
qu'elle  ait  avec  y=  o,  en  chacun  de  ces  points,  un  contact  d'ordre 
supérieur  à  celui  des  surfaces  /=  o,  S/*^  o  au  même  point. 

oi.  On  peut  encore  transformer  ce  résultat  pour  lui  donner  ime 
forme  identique  à  celle  du  théorème  du  n"  6,  relatif  aux  intégrales  abé- 
liennes  simples. 
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A  (•elefl'ct,  soit  I,  une  iiiLéiiralc  double  aljélicunc  de  la  forme 


'■=//!'"'"'• 


O,   et  S,  étanl  des  polynômes  en  X,  Y  cl  Z,  de  degrés  q^  et  .?,,  et 
\,  Y,  Z  étant  liés  par  IVvjuation  /(X,  \  ,  Z)  ^  o. 

(^liiTchons  à  déterminer  les  infinis  de  l'intégrale  I,.  A  cet  effet,  rem- 
plaçons \,  Y,  Z  par  -)  ■-)  -1  et  supposons x,  y, -,  ^  expiâmes  en  fone-' 
lion  di'  deux  paramétres,  n  et  co.  Il  vient 


d\d\  = 


,l\d\ 


ce (pu  s  cent 

ils  (ll< 


(Il 


ôl 


/,' 


t  -. —  ■'■  -J- 


ni 


rh- 


"If 


<J/ 


(IiiIm^ 


,  ().f  <)t 

l    .1-  — 
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c'esl-à-dire 


(,.î) 


<  )ii  a  daiUeurs 


d\(lY 


S, 


d<j  do. 


clr 

dr 

dL 

()m 

ào> 

(h> 

d.r 

dr 

ai 

o 


7^  K^  <■'•'-)■-,  0- 


Ces  expressions  montrent  que  les  inlinis  de  l'élément  différentiel  de 
l'intégrale  I,  sont  les  points  de  la  coiirl)e/=  o,  S,/'''^''^'  —  o. 

Nous  dirons  (jue  cette  courlje,  ou  une  portion  de  cette  courbe,  est  un 
infini  d'ordre  /  pour  l'élément  différentiel  si  la  surface  S/^'"-''^'  =  o  a, 
le  long  de  cette  courbe,  avec  /=  o,  un  contact  d'ordre  /  —  i.  Ainsi, 
en  général,  le  long  de  la  courbe  à  l'infini  sur  la  surface  /  =  o,  l'élé- 
ment différentiel  sera  infini  d'ordre  q^  —  .s,  -+-  3. 

Dans  le  cas  où  /^  figure  au  dénominateur  de  l'élément  différentiel,  il 
est  aisé  de  voir  que,  le  long  de  la  courbe  y  ='o,  fz  =  o,  l'élément  dif- 
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férentiel  ne  dcvienl  pas  infini,  parce  que  le  délerniinanl  (|ui  figure  dans 
Texpression  (i5)  s'annule  en  lousles  points  de  celle  courbe  ([ui  ne  soûl 
pas  des  points  singuliers. 

Ainsi,  en  revenant  au\  notations  des  n"*  oO  et  suivants,   réh'nieiil 
différentiel 

Sr.dXdY 


devient  infini  le  long  de  la  courbe  Sz^  ''~"''^' =  o,  c'est-à-dire  de  la 
couri)e  S/*  =  o;  il  devient  en  outre  infini  aux  points  singuliers  de  la 
surface  /=  o. 

Si  maintenant  on  se  reporte  à  la  proposition  du  u"  55,  on  voil  (lu'elle 
peut  s'énoncer  ainsi  : 

I.   La  somme  algébrique'  des  valeius  que  prend  une  inl<-gr(ilr 
double  abélienne  appartenant  à  une  surface  algébrnji 


tue 


f(X,Y,Z)=o, 

dans  les  polygo/ies  découpés  sur  celte  surface  par  deux  surfaces 
quelconques  d'un  premier  faisceau  ponctuel  et  deux  surfaces  quel- 
conques d'un  deuxième  faisceau  est  égale  à  zéro,  s  il  e.i:iste  u/tr 
su? face  2,  for/née  par  l'ensemble  d'une  surface  du  pi-emier  fais- 
ceau et  d'une  surf  ace  du  second,  passant  par  tous  les  points  de  la 
surface  f  ^  o,  qui  rendent  U  élément  de  l'intégrale  infini,  a^-ei-  la 
condition  d'as^oir  cwec  la  surf  ace  f  ^  o,  en  tout  point  de  cette  sur- 
face qui  est  infini  d'ordre  l  j>oui-  l'élément  de  l'i/zlégrale,  un  con- 
tact d'ordre  l  —  i . 

Déplus,  quand  l'intégrale  est  sous  la  forme  /   /   ^rVrfXfA,  il  n'y 

a  pas,  dans  l'énoncé  précédent,  à  tenir  compte  de  ceux  des  infinis  de 
l'élément  différentiel  qui  annulent  /x,  même  s'ils  correspondent  à  des 
points  singuliers  de  la  surface /"=  o. 

Dans  le  cas  où  les  surfaces  $  ^  o,  'f  =  o  forment  deux  systèmes 
algébriques  quelconques,  il  faut  que  la  condition  précédente  soit  l'eni- 

plie,  quels  que  soient  les  paramètres  u  et  v,  par  la  surface  -t-  —  =  o, 
comme  le  montre  la  formule  (12). 
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35.  (  )n  peut  sig-naler,  en  raison  de  l'intérêt  géométrique  de  ses  ap- 
[ilications,  un  nouveau  cas  particulier,  où  la  somme  algébrique  des 
intégrales  doubles  I,  au  lieu  d'être  nulle  comme  dans  l'exemple  précé- 
dent, s'exprime  en  fonction  rationnelle  et  logarithmique  des  para- 
mètres //  et  r. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  l'intégrale 


l:-.fjSL,<K.lY, 


n 


où  le  (li'gré  de  ^y,  est  égal  à  —  3;  et  soit  posé 

S  ^R-'IP.... 

Les  infinis  de  l'élément  différentiel  sont  les  points  communs  à  /  =  o 
et  aux  surfaces  R  =  o,  T  =  o,  . . .. 

Imaginons  que,  parmi  les  surfaces  de  l'un  des  faisceaux  sécants,  il  en 
existe  une  passant  par  les  courbes  d'intersection  dey  ^  o  et  des  sur- 
faces R  =  o,  T  =  o,  . . .,  soit  par  exemple 

<!),  =  A/+RRT.... 

Nous  ne  supposons  pas  cjue  cette  surface  ait  avec  /^  o,  le  long  de 
ces  courbes,  des  contacts  d'ordre  plus  ou  moins  élevé,  comme  on  l'ad- 
UK'ttait  dans  le  théorème  prc'-cédent. 


Linh'iiiale  K  est 


ICI 


Nous  avons  supprimé  au  mnnérateur  de  la  somme  2  le  terme  A/", 
|)arce  que  la  somme  s'étend  aux  points  communs  aux  trois  surfaces 
/  =  o,  *,  +  M$2  =  o,  F,  ^-  i>W.,  =  o. 

■  La  proposition  que  nous  allons  établir  est  que  l'intégrale  K  est  une 
fonction  entière  de  m,  et  une  fonction  rationnelle  et  logarithmique 
de  r. 

(  )n  a,  en  effet,  en  remarquant  qu'en  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  le 

degré  de  —;  le  numérateur  de  la  quantité  sous  le  signe  2  est  de  degré 
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inférieur  au  dénominateur  et  en  appliquant  la  formule  (lo)  du  n"27. 
0^1%  B 


2pR,  Zpj,  ...  désignant  les  sommes  des  résidus,  par  rapport  au\  zéros 
de  R,  T,  . . .,  de  la  fonction 

Q^\B  x'I  —  xt' 


0(X): 


{/:»f;.— /;u'i  )  [*,  +  «*.,]  Ra-ix^-' . . . 


Dans  cette  fonction,  x,y,z,t  sont  les  coordonnées,  exprimées  en 
fonction  thêtafuchsicnne  de  X,  d'un  point  de  la  courbe  /"=  o,  ''F  ^  o. 
Si  l'on  remarcjue  maintenant  que  $o  s'annule  pour  les  poinis  de  celte 
courbe  situés  sur  les  surfaces  R  =  o,  T  =  o,  . . .,  on  voit  que  dans  les 
résidus  de  0(X)  par  rapport  aux  zéros  de  R,  T,  . . .,  a  ne  figurera  pas 
au  dénominateur,  car  il  n'entre,  au  dénominateur,  cpif  dans  des  puis- 
sances de  la  fonction  T >  fonction  prise  en  un  point  commun  à  la 

courbe  /  =i  o,  ^F  =  o  et  à  l'une  des  surfaces  R  =  o,  T  =  o,  .... 
Comme  pour  ces  points  $o  s'annule,  u  ne  figurera  pas  au  dénomina- 
teur. 

On  voit  ainsi  que  la  somme 

^  AK'-'-'Tli-'...' 

qui  est  une  fonction  rationnelle  de  u  et  de  v,  est  une  fonction  entière 
de  u.  Il  serait  aisé  de  préciser  son  degré  en  w;  nous  en  donnerons  des 
exemples  dans  les  applications. 

Cette  fonction  est  donc  de  la  forme 

'^0,  ''i'i,  ...  étant  des  fonctions  rationnelles  de  f.  On  a  donc 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
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Dans  le  cas  où  la  surface  du  second  faisceau  To  =  o  passe  égale- 
ment par  les  courbes  situées  sur  /=^  o  rendant  Tinlégrale  I  infinie,  on 
voit  de  même  que  K  est  une  fonction  entière  de  v;  celle  intégrale  est 
alors  fonction  entière  des  paramètres  ucl  r. 

On  aurait  un  r(''sullat  analogue  si  ^  était  de  degré  supérieur  à  —  3. 

INous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

II.  La  ■soirnne  al gcbriquc  des  valeurs  que  prend  une  intégrale 
double  ahèllenne,  appartenant  à  une  surface  /(X,  Y,  Z)  =  o,  dans 
les  polygones  découpés  sur  cette  surface  par  deux  surfaces  quel- 
conques d'u/i  premier  faisceau  (l>,  +  ^/(iJj  =  o,  et  deux  surfaces 
quelconques  d'un  autre  faisceau,  W,  -+-  vW..^  o,  est  une  fonction 
entici-e  du  paramètre  u  et  une  fonction  rationnelle  et  logarithmique 
du  paramètre  r,  si  la  surface  <I>o  =  o  du  premier  faisceau  passe 
par  tous  les  points  de  la  surface  f  =z  n  qui  rendent  l'élément  de 
l'in  légrale  in  fin  i. 

Si  la  surface  ^'\,  =;  o  du  second  faisceau  satisfait  également  à  la 
même  condition,  la  somme  précédente  est  une  fonction  entière  des 
deu.r  paramètres  u  et  c. 

56.  Ou  a  un  résultat  semblable  dans  le  cas  où  les  surfaces  $  =  o, 
iF  =  o  forment  deux  systèmes  algébriques  (pielconqucs. 

La  somme  des  intégrales  I   sera  une  fonction  entière  de  u  et  une 

fonction  rationnelle  et  logarillimique  de  c  si  la  surface  -—  =:  o  passe, 

'^  '  du  i         ' 

quel  que  soit  ?/,  par  tous  les  [)oints  rendant  l'élément  différentiel  infini. 

Si  $  =  AwP  -+-  B  wp~'  -)-...  -I-  Km  -f-  L,  il  faut  pour  cela  que  les  sni- 

faces  A  =  o,  B  =  o,  .  . .,  K  =  o  passent  par  ces  points. 


Y.  —  Le  théorème  d'Abel  pour  les  i>"tégr\les  de  différentielles 

TOTALES. 

57.  Soit  toujours  /(X,  Y,  Z)  =  o  l'équation  d'une  surface  algé- 
brique de  degré  m;  considérons  Tiulégrale,  appartenant  à  celle  sur- 
face, 

1  -  rQ(2^,I^)  d\  +  '}A^iJ^ dY 

'~J    S(X,Y,Z)''-^  +  T(X,Y,Z)**' 


SIR    LE    THÉOlîÈME    IIAREL.  l3l 

Q,  R,  S,  T  L'LaiU  des  polynùines  de  degrés  q,  /•,  .v,  /,  el   les  fractions 

OR 
rationnelles  ^>  ^  satisfaisant  à  la  condition  d'intégraliilité 


S    T 


T:' 


e 


d\\^)~' ù\\'\ 

On  suppose,  dans  cette  intégrale,  que  Z  est  une  fonction  de  X  et  \  , 
satisfaisant  à  Téquation  /(X,  Y,  Z)  =  o. 

Cela  posé,  soient  deux  syslèmes  de  surfaces  algébriques 

$(X,  Y,  Z,  u)  =  o,         T(X,  Y,  Z,  (  )  =  o, 

dont  les  équations,  de  degrés/»  ct/>  enX,  Y,  Z.  renferment  respective- 
ment deux  paramètres  u  et  c. 

Considérons  deux  surfaces  du  premier  système,  corresj)ondant  \\\\\ 
valeurs  //„  et  ;/,  du  paramètre  ;/,  et  de  même  deux  surfaces  du  second, 
correspondant  aux  valeurs  t'„  et  c,  ;  proposons-nous  d'évaluer  la  somme 
des  intégrales  I,  dont  les  limites  inférieures  sont  les  valeurs  de  X  et  \ 
tpii  correspondent  aux  points  coniuums  à  /=  o  et  aux  surfaces  de  pa- 
ramètres Uf^  et  ('„,  et  dont  les  limites  supérieures  sont  les  valeurs  de  X 
et  Y  correspondant  anx  points  communs  à  /'=  o  et  aux  surfaces  de 
paramètres  u^  et  c,. 

Soient  //  et  v  des  valeurs  des  paramètres,  comprises  respecti\emenl 
entre  u^  et  //,,  r,,  el  c,  ;  transformons  l'intégrale  [  en  prenant  pour 
variables  u  et  r  à  la  place  de  X  et  \ . 

On  a  les  relations 

/(X,Y,  Z)  =  o,         a)(X,Y,Z,  «j  =  u,         ¥(X,Y,Z,c)  =  o: 
iloù 

:,^d\  + =  —  y-  an, 

dX.  ou 

3v  as.  -1- =  —  ---d\>. 

d\  oc 
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f)//  l  ài   07.        oZ  di    ) 
,n'  \  ôf  f)*        ùf  ()*  i    . 
ih-  I   dZ  dY       dY  ,)Z  \ 


du  (  OZ  0\       dX  dZ   \  '■  " 
dw  i  df  J*        df  Jl' 
<)7     dX  ^  ~  "dZ   dX 


f/(., 


A  dcsisiiam  toujours  le  détermiuanl  V  ±  -;^  ^  -w-  On  a  donc,  iioui 
ri''l(>nienl  de  l'inlé^Tale  I, 


(h-, 


M,,  N,  ;  M.>,  N.>  étant  les  coefficients  de  -r- du  el -r-dv  dans  les  va- 
leiH's  de  AdX  et  A</Y. 

La  somme  de  ces  éléments,  pour  les  points  communs  à  la  surface 
/=:  o  el  aux  surfaces  <I>(X,  Y,  Z,  ii)=  o,  W (X,  Y,  Z,  r)=  o.  est  donc 
de  la  forme 

(.fi)  ''"lwî^-''''lJi- 

les  sommes  s'i'tendanl  aux  points  conumms  aux  trois  surfaces. 

On  est  donc  encore  ramené  au  calcul  de  sommes  analogues  à  celles 
que  nous  avons  si  souvent  introduites  dans  ce  travail,  et  ce  calcul  se 
fera  par  l'application  de  la  formule  générale  du  n°  27. 

Il  est  clair  d'ailleurs  cjue  chacune  des  sommes  (jui  figurent  dans 
l'expression  (iG)  est  une  fonction  rationnelle  de  //  et  de  c,  et  l'on  en 
conclut  aisément  que  l'intégrale  de  celle  expression  esl  une  fonction 
rationnelle  et  logarithmicjue  de  a  et  de  r. 

lin  eflet,  soit  la  fonction 

.1  =  I  M(u,i-)du-h  ^(u,ç)di\ 
où  IVI  et  JN  sont  rationnels. 
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On  a 

J  =  f" M(u,  i') du  +  r  N ( «„,  r) .A'. 

\m  premicrc  intégrale  étant  une  fonction  rationnelle  et  logarithmique 
de  M,  et  la  seconde  étant  indépendante  de  w,  on  voit  bien  que  J  est 
fonction  rationnelle  et  logarithmique  de  u  et,  par  suite,  de  r,  puisqu'on 
peut  répéter  pour  e  le  raisonnement  fait  pour  u.  (Test  Textension  évi- 
dente du  théorème  d'Abel  aux  intégrales  de  dilVéreutielles  totales. 

Le  cas  où  les  surfaces  $  =  o,  ''F  =  o  appartiennent  respectivement 
à  un  faisceau  ponctuel  donne  des  résultats  simples. 

Soit  toujours 

$  =  $, +  M$„ 


L'intégrale  à  calculer  est 


On  arriv"  sans  difficulté,  en  réjiétant  les  raisonnements  faits  dans  le 
paragraphe  précédent,  aux  propositions  suivantes. 
Soil  l'inh'grale 

1=  f^dX-^^^dY. 
que  nous  ramènerons  à  la  forme 


S, 


Nous  appellerons  infini  deTélément  de  1,  en  (li-siguaul  pai  ///,,  //,,  .v, 
les  degrés  de  M,,  N,,  S,,  les  infinis  des  fonctions 

Mi(j^,  J,  5,  t)        I  N,(,f,  J,  J.  t.)        ■ 

S,(x,  y,  z,  t)   1'"-'.+^'  S,(,r,  J,  3,  t)   r«,--,--' 
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I/ordri'  rriiii  infini,  défini  comme  au  n"  54,  sei^a  Tordre  de  cet  infini 
dans  celle  des  den.v  l'onclions  qui  l'admel  avec  Tordre  le  plus  élevé. 


I.  La  somme  des  iMilcurs  des  iiilégixilfs  I,  dont  les  limites  infé- 
rieures sont  les' râleurs  de  X,  Y,  Z  qui  currespoiident  aux  points 
d"  nilersei-tion  de  In  surf  ace  f  ■=  o  avec  deux  sui\f aces  «P,  -\-  u^^^  =  o» 
V",  +  e|,^%=  o,  et  dont  les  limites  supérieures  sont  les  valeurs  qui 
i-orrespondent  aux  points  d'intejsection  de  f  ^  o  avec  les  surfaces 
<I»i  -+-  //<I»2  =  o,  ^r,  -I-  i'^''.,  =  o,  est  nulle  si  l'une  des  surfaces  du  fais- 
ceau t|>,  4-  i$o  =  o  et  V  une  des  surfaces  du  faisceau  ^  ^  -l-  vW .,  ■=  u 
passent  par  les  points  de  La  surface  f  ^  o  qui  rendent  l' élément  de 
r intégrale  I  infini,  axec  la  condition  d'avoir  avec  la  su/face  f  =  o, 
en  tout  point  de  cette  surface  qui  est  pour  l'élément  de  l  un  infini 
il' ordre  /,  ////  contact  d'ordre  l —  t. 

II.  La  somme  des  râleurs  précédentes  des  intégrales  I  se/-a  une 
fonction  entière  de  u  si  la  surface  $2  :=  o  passe  simplement  par  les 
points  de  f  =  o  qui  rendent  Ff-lément  de  l'intégrale  infini. 

Elle  sera  de  même  une  fonction  entière  de  v  si  la.  surface  W.,  =  o 
satisfait  à  la  même  condition. 

(  )ii  a  des  l'ésullaLs  analogues  dans  le  cas  où  les  surfaces  $  =  o,  '^f  =  o 
a|)|iarlieniieul  à  deux  systèmes  algébricjues  C[uelconques. 

(.4  stiiiTe.  ) 
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Mémoire   sur   la    théorie   des   fonctions   algébriques 
de   deux   variables   ('); 

Par   m.    Emile   PICARD. 


INTRODUCTION. 


La  théorie  des  fondions  algébriques  de  deux  variables  indépen- 
dantes a  déjà  fait  l'objet  d'importants  travaux,  parmi  lesquels  il  con- 
vient de  citer  tout  particulièrement  les  mémorables  recherches  de 
M.  Nœther  {Math.  Annalen,  t.  II  à  XI).  L'éminent  géomètre  a 
principalement  étudié  la  question  au  point  de  vue  algébrique,  en 
approfondissant  l'étude  de  ces  polynômes  adjoints  d'ordre  m  —  l\ 
{m  désignant  le  degré  de  la  surface),  qui  sont  les  analogues  des  poly- 
nômes adjoints  d'ordre  m  —  3,  jouant  un  rôle  si  important  dans  la 
théorie  des  courbes  planes  algébriques.  Il  est  arrivé  ainsi  à  la  notion 
de  deux  nombres  invariantifs  fondamentaux.  Le  premier,  désigné  par^ 
et  communément  appelé  genre  delà  surface (Flâchengeschlecht)^  est 
égal  au  nombre  des  paramètres  arbitraires  figurant  dans  les  polynômes 
adjoints  Q  d'ordre  m  —  4-  Le  second  nombre,  désigné  par  /?,  {Curven- 
gesclilecht),  représente  le  genre  de  la  courbe  mobile  d'intersection  de 
la  surface  donnée  avec  les  surfaces  représentées  par  l'équation  Q  =  o. 

Dans  la  théorie  des  courbes  algébriques,  on  ne  s'est  pas  borné  au 
point  de  vue  algébrique,  et  la  considération  de  certaines  expressions 

(M  Mémoire  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  (grand  prix  des  Sciences 
nmlliémaliques,  1888). 
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iranscendantes  attachées  à  la  courbe  présente  le  plus  grand  intérêt. 
Os  transcendantes  sont,  comme  on  sait,  les  intégrales  de  la  forme 


f  R(;r,j)f/^, 


R  étant  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  x  et  y,  liées  par   la 
relation  qui  définit  la  courbe /"(a--,  y)  =  o. 

Une  première  extension  du  point  de  vue  ti'ansccndant  a  été  faite  par 
M.  ÎVœtlier,  qui  a,  dans  un  de  ses  Mémoires  (Math.  Annalen,  t.  II), 
considéré  les  intégrales  doubles 


// 


0  i ^\  r,  z  )dxdy 

— '■ — j 

Jz 


Q  étant  toujours  un  polynôme  adjoint  d'ordre  /»  —  4-  La  considération 
de  ces  intégrales  va  jouer  un  rôle  capital  dans  différentes  parties  de  ce 
Mémoire.  On  pourrait  les  appeler  des  intégrales  doubles  de  première 
espèce  attachées  à  la  surface.  On  peut,  en  effet,  montrer  cjue  ces  inté- 
grales restent  toujours  finies,  cjucl  que  soit  le  champ  de  Tintégration. 
L'extension  du  point  de  vue  transcendant  aux  surfaces  algébriques 
peut  se  faire,  d'une  autre  manière,  en  considérant  les  intégrales  de  dij- 
frrrnticUes  totales  de  la  forme 

j"\dx^qdy, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y,  z  liées  par  la  relation 
(|ui  définit  la  surface  /(x,  j',  z)  =  o. 

C'est  de  l'étude  de  ces  intégrales  cjuc  nous  nous  sommes  tout  d'abord 
occupé.  Nous  les  partageons  en  intégrales  de  première,  seconde  et 
Iroisième  espèce,  comme  dans  la  théorie  des  courbes  algébriques.  Nous 
avions  déjà  commencé  cette  étude  dans  deux  Mémoires  du  Journal  de 
Mathématiques  (i885  et  1886).  Nous  reprenons  entièrement  ici  la 
llii-orie  des  intégrales  de  seconde  espèce,  dont  plusieurs  points  avaient 
besoin  d'être  précisés.  Nous  établissons  d'abord  cpie  de  telles  inté- 
grales n'existent  pas,  en  généi^al,  pour  une  surface  algébrique,  je  veux 
dire  qu'il  n'y  a  pas,  250ur  une  surface  arbitraire,  d'autres  intégrales  de 
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seconde  espèce  que  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées.  Lais- 
sant celles-ci  de  côté,  il  faut  reconnaître  si  une  surface  donnée  admet 
des  intégrales  de  seconde*  espèce,  et  apprendre  à  les  former  si  elles 
existent.  C'est  à  ce  problème  qu'est  consacrée  la  plus  grande  partie  du 
premier  Chapitre  de  ce  Mémoire.  Nous  ramenons  sa  solution  à  inic 
question  d'une  tout  autre  nature,  à  l'étude  des  intégrales  rationnelles 
d'une  équation  différentielle  linéaire.  Avant  d'approfondir  davantage 
la  théorie  des  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce,  nous  avons 
dû  étudier  une  question  capitale  en  elle-même,  c'est  celle  des  cycles 
des  surfaces  algébriques  ;  elle  fait  l'objet  du  second  Chapitre. 

On  connaît  toute  l'importance  de  la  théorie  des  cycles  dans  l'étude 
des  courbes  algébriques.  La  pensée  d'édifier  une  théorie  analogue  pour 
les  surfaces  algébriques  se  présentait  naturellement  :  c'est  ce  que  j'ai 
essayé  de  faire.  Mais  tout  d'abord  il  convient  de  remarquer  que  la  gé- 
néralisation peut  se  faire  dans  deux  directions  différentes  ;  il  y  a  à  con- 
sidérer pour  les  surfaces  des  cycles  à  une  dimension  ou  linéaires,  et 
des  cycles  à  deux  dimensions;  d'où  deux  théories  entièrement  dis- 
tinctes. 

En  pénétrant  dans  la  première  étude,  on  rencontre  dès  le  début  un 
résultat  au  premier  abord  inattendu  :  c'est  qu'en  général,  pour  une 
surface  algébrique,  il  n'y  a  pas  de  cycles  linéaires,  je  veux  dire  qu'ils 
se  réduisent  tous  à  des  cycles  nuls.  Il  y  a  cependant  des  surfaces  pos- 
sédant effectivement  des  cycles  linéaires,  et  le  problème  se  pose  de 
rechercher  les  cycles  distincts  d'une  surface  algébrique.  Dans  cette  dif- 
licile  question,  la  réduclibililé  d'une  certaine  équation  différentielle 
linéaire  joue  un  rôle  essentiel.  Au  point  de  vue  pratique,  les  méthodes 
que  nous  proposons  seraient,  sans  doute,  d'une  pénible  application, 
mais  notre  principal  objet  a  été  de  jeter  quelque  lumière  sur  une 
théorie  entièrement  nouvelle. 

Relativement  aux  cycles  à  deux  dimensions,  nous  avons  cherché  à 
montrer  à  quel  problème,  relatif  aux  équations  linéaires,  pouvait  être 
ramenée  leur  étude.  Ces  cycles  existent  d'ailleurs  en  général;  c'est  donc 
là  qu'on  trouvera  la  véritable  généralisation  de  la  théorie  des  cycles 
des  courbes  algébriques,  que  n'ont  pu  donner,  comme  ou  vient  de  le 
voir,  les  cycles  linéaires. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  les  différences  profondes  qui  séparent 
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la  théorie  des  fonctions  algébriques  d'une  variable  de  la  théorie  des 
fonctions  algébriques  de  deux  variables  indépendantes.  L'analogie, 
(jui  souvent  est  un  guide  excellent,  peut  clevenir  ici  bien  trompeuse. 

Les  méthodes  employées  dans  ce  Chapitre  nous  ont  permis  de  com- 
pléter la  théorie  des  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce.  Je  cite- 
rai seulement  ici  le  théorème  suivant  :  Le  nombre  des  intégrales  dis- 
linctes  de  seconde  espèce  est  égal  au  nombre  de  leurs  périodes. 

Nous  nous  occupons  dans  le  troisième  Chapitre  des  transformations 
birationnelles  des  surfaces  en  elles-mêmes.  Ce  Chapitre  peut  être  con- 
sidéré comme  une  application  de  nos  résultats  généraux  sur  les  inté- 
grales de  différentielles  totales.  L'étude  des  transformations  d'une  sur- 
face en  elle-même  est  très  différente  suivant  le  genre  de  la  surface. 
<^uand  ce  genre  p  est  supérieur  à  un,  les  transformations  ne  peuvent 
contenir  plus  d'un  paramètre  arbitraire.  Si  le  genre  est  au  plus  égal  à 
un  et  que  la  surface  admette  un  groupe  continu  de  transformations 
liirationnclles  en  elle-même,  ou  bien  on  pourra  tracer  sur  elle  un  ré- 
seau de  courbes  du  genre  zéro  ou  un,  ou  bien  la  surface  jouira  de  la 
propriété  remarquable  que  voici  :  il  existera  deux  intégrales  de  diffé- 
rentielles totales 

P dx  +  q dy         cl  r ,  f/x  -h  Q ,  dy, 

telles  que  les  deux  équations 

Vdx  -\-  Qdy   =  du, 
l\dx-^(),dy  =  dv 

donneront  pour  x,  y,  z  des  fonctions  uni/ormes  de  u  cl  v.  Nous  étu- 
dions spécialement  cette  classe  intéressante  de  surfaces,  qui  sont  lurii- 
nicut  les  analogues  des  courbes  planes  de  genre  zéro  et  un. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  nous  complétons  la  théorie  précédente  ; 
nous  faisons  voir  comment  on  pourra  reconnaître  si  deux  surfaces  de 
genre  supérieur  à  un  se  correspondent  point  par  point,  et  nous  établis- 
sons notamment,  par  deux  voies  différentes,  que  deux  surfaces  de  genre 
supérieur  à  l'unité  ne  peuvent  admettre  une  infinité  discontinue  de 
transformations  birationnelles. 
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Lo  cinquième  ("Jiapitrc  a  pour  objet  rapplicalion  de  ((uclques-uns 
des  résultats  précédents  à  l'étude  de  certaines  équations  diiTércnlielles. 
Nous  nous  occupons  particulièrement  des  équations  de  la  forme 

/■(/'7''r")  =  0' 

/étant  un  polynôme,  dans  le  cas  où  l'intégrale  généi'ale  est  uniforme. 
C'est  une  théorie  très  difficile,  et  la  raison  de  cette  difficulté  est  dans  le 
fait  suivant,  signalé  au  troisiè^me  Chapitre  :  une  surface  algébrique  peut 
admeltre  une  transformation  biuniforme  en  elle-même,  qui  ne  soit  pas 
hiralioiinclle,  tandis  que,  pour  les  courbes  algébriques  an  contraire, 
une  telle  transformation  est  nécessairement  birationnelle. 

Tout  d'abord  nous  examinons  le  cas  particulier  où  une  certaine 
transformation  biuniforme  de  la  surface  /  serait  birationnelle.  Toute 
cette  étude  est  intimement  liée  à  celle  des  surfaces  étudiées  au  Cha- 
pitre III  ;  dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  s'exprimera  par  des  transcen- 
dantes connues.  Nous  avons  voulu  ensuite  examiner  le  cas  général, 
mais  un  point  extrêmement  délicat  se  présente.  Il  est  relativement 
facile  de  reconnaître  si  l'intégrale  générale  est  à  apparence  uniforme, 
c'est-à-dire  est  uniforme  dans  le  voisinage  de  tout  point  à  l'intérieur 
de  la  région  où  doit  rester  la  variable  indépendante;  mais  nous  ne 
sommes  pas  autorisé  pour  cela  à  regarder  l'intégrale  générale  comme 
une  fonction  uniforme.  Nous  avons  spécialement  considéré  le  cas  où 
l'équation  a  la  forme 

y'=R(y,/), 

R  étant  rationnelle  &i\y  et  y'.  Il  nous  a  paru  curieux  de  montrer  com- 
ment on  pouvait  mettre  l'intégrale  y  sous  la  forme  d'un  quotient  de 
deux  fonctions  à  apparence  uniforme,  n'ayant  plus  de  pôles,  fonctions 
que  l'on  peut  regarder  comme  une  généralisation  des  fonctions  Al  ou 
des  fonctions©  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Nous  considérons  aussi  les  équations  plus  générales 

/(*".jsy)r")  =  0' 

où  /  est  un  polynôme  en  y,  y'  ci  y",  dans  l'hypothèse  où  les  points 
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critiques  de  l'inlégrale  générale  seraient  fixes.  C'est  l'extension  «u 
second  ordre  du  problème  posé  par  M.  Fuchs  pour  les  équations  du 
premier  ordre,  problème  sur  lequel  M.  Poincaré  a  écrit  quelques  pages 
si  remarquables.  Ici  encore  une  certaine  transformation  biunil'ornie 
joue  un  rôle  essentiel;  nous  ne  nous  occupons  que  du  cas  où  cette  trans- 
formation serait  birationnelle. 

Dans  le  sixième  Chapitre,  nous  généralisons  la  notion  d'intégrale  de 
j)remière  espèce  en  envisageant  les  fonctions  u  de  (x,  j-',  z)  qui  se 
transforment  en  au  -^  b  (^a  eib  étant  des  constantes),  quand  (^x,  y,  r  ) 
décrit  un  cycle  linéaire  effectif  de  la  surface.  Une  pareille  générali- 
sation peut  aussi  être  faite  pour  les  courbes  algébriques;  nous  lui  con- 
sacrons quelques  pages  au  début  du  Chapitre. 


CHAPITRE  I. 

INTÉGRALES  DE  DIFFÉRENTIELLES  TOTALUS. 


l.  —    Gknéualités. 

1 .  Étant  donnée  une  surface  algébrique 

/(a.-,7,  ;)  =  o, 

nous  allons  considérer  les  intégrales  de  diflérentielles  totales  de  la 
lorme 

(i)  r    '"  Pr/x  +  Qf//, 

OÙ  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y  cl  z.  On  suppose, 
liicri  entendu,  que  la  condition  d'intégrabilité  est  satisfaite;  l'intégrale 
précédente  est  alors  une  fonction  du  point  analytique  (.r,j-,  s),  el  en 
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un  point  {x,y,  z)  les  diverses  valeurs  de  Tintégrale  ne  diffèrent  que 
d'une  somme  de  multiples  de  périodes. 

Les  intégrales  précédentes  peuvent  être  partagées  en  trois  espèces. 

Les  intégrales  de  première  espèce  sont  celles  qui  restent  finies  poui' 
tout  système  de  valeurs  des  variables  indépendantes  x  Qiy. 

Nous  allons,  pour  le  moment,  définir  comme  il  suit  les  intégrales  de 
seconde  espèce  :  considérons  les  coui'bes  le  long  descjuelles  l'intégrale 
devient  infinie.  Soit  C  une  de  ces  courbes,  et  supposons  qu'elle  soit  une 
courbe  simple  de  la  surface;  je  prends  alors  un  cycle  infiniment  petit 
mtouvant  cette  courbe  en  un  point  arbitraire  (on  peut,  par  exemple, 
donner  ky  une  valeur  fixe,  et  considérer  dans  le  plan  de  la  variable  x 
un  contour  infiniment  petit  autour  d'un  point  de  la  courbe  C,  répon- 
dant à  la  valeur  prise  pour  j')  ;  si  l'intégrale  le  long  de  ce  cycle  est  nulle, 
nous  dirons  que  la  courbe  C  est  une  courbe  polaire.  Une  intégrale  de 
seconde  espèce  ne  possède  que  des  courbes  polaires. 

Il  a  été  supposé  que  la  courbe  C  était  une  courbe  simple  de  la  sur- 
face. Le  cas  où  elle  serait  une  courbe  multiple  ne  donne  lieu  à  aucune 
difficulté;  nous  pouvons  en  effet,  comme  l'a  montré  M.  Nœther  {G'àl- 
tingen  Nachrichten,  p.  2G7  ;  1871),  résoudre  cette  singularité  par  une 
transformation  rationnelle.  La  courbe  C  se  transformera  ainsi  en  plu- 
sieurs courbes  simples. 

On  pourrait  encore  dire  que  l'intégrale  (i)  sera  une  intégrale  de 
seconde  espèce,  au  sens  habituel  de  la  théorie  des  courbes  algébriques, 
pour  une  section  plane  quelconque  de  la  surface  ('). 

Si  l'intégrale  le  long  d'un  contour  infiniment  petit,  analogue  à  celui 
dont  nous  avons  parlé,  n'est  pas  nulle,  cette  courbe  C  sera  dite  une 
courbe  logarithmique,  et  l'intégrale  sera  de  troisième  espèce. 

Dans  le  cas  des  intégrales  de  troisième  espèce,  à  une  courbe  loga- 
rithmique correspond  évidemment  une  période.  Une  telle  période  sera 
dite  une  période  polaire. 

2.  Une  première  remarque  va  nous  être  fort  utile  dans  l'étude  des 

C)  Nous  aurons  à  revenir  ultérieuremenl  sur  cette  tli/finllion  des  intégrales  de 
seconde  espèce,  où  nous  ne  nous  sommes  pas  occupé  des  ])oints  singuliers  isolés 
de  la  surface  (Gliap.  II),  où  l'intégrale  pourrait  devenir  infinie. 
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intégrales  précédentes.  Soit  rinlégrale  de  différentielle  totale 

fVdx  +  Qdy; 
j'envisage  l'intégrale 

(■0  fP(x,y,z)dx 

ronmie  une  intégrale  abélienne  attachée  à  la  relation  entre  x  et  z 

/(^,  >',=)  =  o; 

la  lellrc^  dans  l'intégrale  (2),  comme  dans  cette  dernière  équation, 
est  considérée  comme  un  paramètre,  d'ailleurs  arbitraire.  Les  périodes 
de  l'intégrale  (:i)  seront  nécessairement  des  périodes  de  l'intégrale  (i), 
car  elles  correspondent  à  un  cycle  dans  lequel  y  reste  constant;  ces 
périodes  ne  dépendent  donc  pas  du  paramètre  y. 

Cela  posé,  considérant  toujours  la  courbe  /  avec  le  paramètre  y, 
soit 

o  étant  ralionnelle  en  x,  y,  z,  une  intégrale  abélienne  de  la  courbe  f 
n'ayant  pas  pour  y  arbitraire  de  périodes  polaires,  c'est-à-dire  une 
intégrale  de  première  ou  de  seconde  espèce.  Les  périodes  de  l'inté- 
grale I  peuvent  être  regardées  comme  une  fonction  dey,  et  M.  Fuchs 
a  montré  (^Journal  de  Crelle,  t.  73)  qu'elles  satisfont  à  une  équation 
linéaire  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  en  y,  et  dont  l'ordre 
l'st  au  plus  égal  au  genre  de  la  relation  /,  et  est  même  égal  à  ce  genre 
si  l'intégrale  est  prise  arbitrairement.  Le  groupe  de  cette  équation  sera 
évidemment  indépendant  de  la  fonction  !p,  et  chaque  substitution 
linéaire  de  ce  groupe  revient  à  une  transformation  des  cycles  de  la 
fonction  al gébrique  z  de  x. 

Si  la  surface /(ic,  y,  -)=:o  est  la  plus  générale  de  son  degré,  l'ordre 
de  l'équation  sera  égal  au  genre  de  cette  relation  entre  x  et  z,  et  les 
substiUilions  du  groupe  de  cette  équation  linéaire  seront  à  coefficients 
entiers. 
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(  loiisidorons  un  inslaiil  un  cas  livs  parliciilicr-,  soit 

z-  =  (■'-■  —  o,  )(./;  -  a.,).,  .(.r  -  a,p){x  -  y), 

où  les  a  sonl  des  conslanles  dislincLos.  Prenons  les  périodes  de  rinlé- 
gralc 


J 


J   ^(■r  —  ai)...{x  —  a,,,)(x—y)' 

elles  salisfont  à  une  équalion  d'ordre  a/j,  (jui  reiilre  d'ailleurs  dans  le 
lv|)e  liypergéomclrique  d'ordre  supérieur,  et  ses  points  critirpies  sont 

«,,  a,,   ...,   a,,,     et     oc. 

De  plus,  dans  le  voisinaj^e  de  y  =  ce,  les  racines  de  lécpiation  l'ou- 
ilainentalc  délerniinanle  de  M.  Fuchs  sont 


/•  =^ 


la  première  étant  d'ordre  'ajj  —  i;  donc  l'équaliou  au\  uHilli|)licateurs 
de  la  substitution  correspondante  aura  une  racine  inulliple  (/'o/v/zr  iiy>, 
égale  à  —  i . 

Cette  dernière  remarque  nous  montre  que,  si  l'on  considère  une  suii- 
stitution  arbitraire  du  groupe  de  l'équation,  soit 


(3) 


M.,  =  /// ,  to,  +  r/i-(.o.^ 


■//r/'M,„, 


.-{-  iirj'by,!,. 


^■ip=  "',p(^>  +• 


+  '"''',W,/„ 


l'équation  aux  multiplicateurs 


(A) 


//?,  —  s     nr 


m.. 


m.. 


m 


:-S 


m; 


rn: 


">', 


=  G 


n'admettra  pas  la  racine  S  =  i,  puisque,  dans  le  cas  particulier  consi- 
déré, on  a  runicjue  racine,  d'ordre  ip,  S  =—  i. 

Journ.  de  Math.  {!\'  série),  loine  V.  —  Fasc.  II,   ilSSg.  '  [) 
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(  !(•  ([ui  vicnl  (Irtrc  vènlié  dans  ce  cas  particulier  s'applique  évidem- 
ment au  cas  général,  c'est-à-dire  ([ue,  si  nous  revenons  à  l'intégrale  I, 
la  surface 

/(•^•,>',  -)  =  " 

(Haut  la  plus  g('ii(''iale  de  degré  m,  et  la  subslitulion  (!?)  désignant  une 
suhstilulion  arbitraire  du  groupe  de  l'équation  linéaire  E,  d'ordre  9.p, 
correspondante,  l'équation  (4)  ne  sera  pas  vérifiée  pour  S  =  i . 

5.   Cette  remarque  faite,  soit 


j 


une  intégrale  de  difTérenlicUc  totale  de  première  ou  de  seconde  espt-ce, 
correspondant  à  la  surface 

/(j-,y,z)  =  o, 

la  plus  g(''ii('M'al('  de  son  degré. 

Les  [lériodes  de  /  V  d.r  sont  des  quantités  indépendantes  <le^, 

«.,       «25       ■■,       ('2,n 

mais  la  transformation  des  cycles  correspondant  à  une  substitution 
ipielconcpie  donne,  puisque  ces  cpiantités  sont  des  constantes,  les  rel- 
iai ions 

a.^  =  in\,  rt  I    -h  /«i;  «o  -H . . .  -)-  iir/  a^i,. 


a.p^iiil/'a,  -t- -h  "/:',', a. ,p, 

é<juations  qui,  d'après  la  remarque  de  la  fin  du  [)aragraphe  précédent, 
(loivenl  n(''<'essairemenl  domiei- 

r/|  =  o,  fr^  =r  o,  ...,  f/,^=<). 

/.(■s  jicriodcs  de  F iiiU'grale  sont  donc  nulles. 

Pai'  suite,  si  elle  est  de  première  espèce,  l'inlégralc  se  réduira  à  une 
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conslanle,  et  si  elle  est  une  intégrale  de  seconde  espèce,  ce  sera  une 
foiiclion  rationnelle  de  .r,  y  et  z. 

yVinsi  se  Irouvent  élablis  bien  rapidement  les  deux  théorèmes  (jue 
j'ai  énoncés  et  démontrés  précédemment,  conceriianL  les  intégrales  de 
première  et  de  seconde  espèce,  attachées  à  la  surface  la  plus  générale 
fie  degré  m. 

4.  On  peut  établir  pour  les  intégrales  de  troisième  espèce  une  pro- 
position analogue  à  la  précédente.  Nous  avons  dit  (n°  1)  ce  (prou 
devait  entendre  par  période  polaire  d'une  telle  intégrale;  une  période 
])olaire  provient  d'un  cvcle  infiniment  petit  autour  d'un  point  quel- 
conque d'une  courbe  logarithmique  de  l'intégrale. 

Une  intégrale  de  troisième  espèce  peut,  a  pi-ioj-i,  avoir  d'autres  pé- 
riodes que  des  périodes  polaires,  mais  nous  allons  montrer  qu'il  n'en 
est  cependant  pas  ainsi  en  général.  Nous  établirons,  à  cet  eiïet,  que  si 
la  surface  /  est  la  plus  générale  de  son  degré,  les  prriudr.s  de  foute 
intégrale  de  troisième  espèce  se  réduisent  aux  périodes  polaires. 

Il  sera  plus  net  de  commencer  la  démonstration  par  un  cas  parti- 
culier; ce  sera  celui  de  la  surface 

-=/(.r,j), 

où  /"est  le  polynôme  général  de  degré  m  en./-  el  j-. 

La  forme  générale  des  intégrales  de  difTérentielles  totales  correspon- 
flant  à  cette  surface  sera 


./ 


Mv//(.r,  V) 


P,  Q,  M  désignant  des  polynômes  en  x  et  )•,  eu  laissant  seulement  de 
côté  un  terme  de  la  forme 

l^(-^7  7)  + AlogK,(.i:,j), 

où  R  et  R,  sont  des  fractions  rationnelles  en  x  et  j',  et  où  A  est  une 
constanle.  La  condition  d'inh-grabililé  s'écrira 
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Supposons  que  jVI(.r,  >')  ik-  soit  pas  divisil)le  par  /(■/•,/)  ol  soll. 
par  suile,  premier  avec  lui.  Comme  on  a  pu  faire  crabord  sur,r  el^ 
une  Iransformalion  linéaire  (pielconque,  on  peut  supposer  que  la 
eonrbe 

lie  renconln-  pas  la  courbe  /(j;,j-')  =  o  (  (jui  n"a  cpie  des  poiuls 
sinqjles)  en  un  poinl  où  \\n\  ail 

-,       ')/■  .        ()/ 

soit        ;-  =  o,  soil       -  -  :=  o. 

Or  â.t: 

Ceci  posi-,  consid(''rous  rinl(''gral(^  rouclion  de  .r 

J    M^/fi^Tr)' 

nous  avons  tlll  que  ses  pério(l<'s  ne  déj)end<'nl  pas  tie'  y. 
Donnons  à  y  une  valeur  ai'l)ilraire  j'o,  IV'upiation 

/(•'■)>'o)  =  •> 
aiiia  ///  racines  dislineles  eulr(^  elles, 

cl  (lisliucles  des  liuiues  de  léqualion  M(.r,  r)  =  o. 

Les  périodes  cyeli(pies  de  l'intégrale  proviendronl  des  intégrales 
|)rises  le  long  de  courbes  joignant  les  points 

ces  courbes  étant  cousidérées  comme  doubles  ou,  pour  plus  de  préci- 
sion, le  long  de  contours  s'éloignant  peu  de  ces  courbes  d()ul)les  cl 
enveloppant  respecliveuHMil  ./;,  eta.^,  x.^  et  ./;.,,  .... 

il  evislera  un  cerlaiii  uond)re  de  valeurs  singulières  do  y,  pour  les- 
(|uelles  léqualion /(.'•,  )')  =  o  aura  une  racine  double. 

Soily  =  b  une  telle  valeur,  Técpiatiou 


/(.r,h)  =  o 
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aura  une  racine  (l<nil)l(,'  cl  une  seule;  soit  .c  =  a.  Je  dis  (juc 

Va\  cllel,  (l"a[)iès  ce  (jiie  nous  avons  supposé,  M(rt,  h)  uCsl  pas  nul, 
cl  par  suite,  eu  se  reportant  à  la  condition  d'inlégrahililé, 

V{a,b)/^.(a,b)  =  o; 

or  le  second  facteur  ne  peut  être  nul,  puistpie  la  courlie  n'a  pas  de 
points  multiples  :  donc  Y* (a,  h)  =  o. 

Cette  reuianjue  faite,  nous  pouvons  supposer  les  racines  .c,,  . . .,  ./„, 
rangées  dans  un  ordre  tel  que,  y  allant  de  j',,  à  la  valeur  sin^adièrc  h. 
par  un  chemin  convenable,  x,  et  j;.,  deviennent  égales;  puis  ensuite,  v 
allant  de  j'o  à  une  autre  valeur  singulière,  x.,  et  j:.,  deviennenfégales, 
et  ainsi  de  suite  ;  y  allant  de^'„  à  b,  les  racines  deviennent,  [)ourjk-  —  /i. 

X  ^ ,     .r.j,      . . . ,     .r,^^, 
cl  l'on  aina 

x\  =  x'.,  ^  a, 

les  autres  racines  étant  distinctes.  Si  nous  faisons  j- =  >•„,  un  a  poiii' 
un  système  tie  coupures  joignant 

un  système  île  périodes;  on  peut  supposer  rpie  ces  coupures  se  défor- 
ment d'une  manière  continue  cjuand  ^' varie  dej-„  à  b,  sans  rencontrer 
les  courbes  décrites  par  les  racines  de  Féquation  M(  .r,  )•  )  =  o. 

Je  dis  (pie  la  période  relative  à  x,x.,  est  nulle;  en  ell'el.  elle  reste 
constante  (piaud  >'  varie;  or,  pour  )•  =  b,  on  a 

I  f 

•Aj    ,      •/•  ,,      Ci  • 


et  \//(-^,  b)  contient  x  —  a  en  facteur. 

Mais  il  en  est  de  même  du  numérateur,  puis([ue  P(c/,  b)  ^o\  pai 
suite,  l'intégrale  piise  le  long  d'une  petite  courbe  envelopjiaut  le  point  (/ 
est  nulle,  et  il  en  est  par  suite  de  même  de  la  période  cvcli(|ue  iniliiili-. 
correspondant  à  )' arbitraire.  Le  théorème  est  démontré. 
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5.   La  méthode  de  démonslration  employée  dans  le  cas  particulier 
<|ui  précède  peut  être  suivie  pour  la  surface  la  plus  générale 

/(■^•,  y,  =)  =  "• 

Soil 

'Pd.r-hQdv 


P 


M/; 


l'intégrale  considérée,  P,  Q  et  M  étant  des  polynômes  en  .r  et  j/;  M 
est  un  polynôme  de  degré  [a;  le  degré  de  P  est  pi  +  m  —  2  par  rapport 
à  X,  y  et  ::  et  u.  +  7»  —  3  par  rapport  à  ./;  et  3;  j)areillement  le  degré 
de  Q  est  lo.  -f-  ;//  —  :i  en  x,  y  et  ^,  et  a  +  ///  —  3  on  y  et  :;.  L'intégrale 
aura  une  ou  plusieurs  courbes  logarithmiques  situées  sur  la  surface 
M  =  o;  on  peut  supposer  que  pour  ces  courbes  on  n'a  pas  y.'^o, 
puisqu'il  suffirait  de  faire  une  substitution  linéaire  sur  .r,^'ct  r  pour 
éviter  cet  inconvénient. 

Ecrivons  la  condition  d'intégrabilité  qui  va  nous  être  utile  dans  un 

P        T^     O 

mslant  :  ce  sera,  en  posant  vî  =  ^  h  m  ^   v" 

(Considérons  maintenant  les  deux  relations 

/(•'■c, >',  -)  =  o,  f'Jx, y,  z)=o; 

on  peut  les  regarder  comme  définissant  un  point  analytique  (s,  x), 
fonction  algébrique  de  la  variable  y. 

il  y  aura  certaines  valeurs  de  y  pour  lesquelles  deux  valeurs  de 
{z,  x)  et  deux  seulement  (le  polynôme /étant  le  plus  général  de  son 
degré)  deviendront  égales.  Soient,  pour  une  valeur  arbitraire  et  non 
singulière  jo  dey, 

(^Zf,X,),       (^Z.^jX.,),       ...,       {^sy  -^s) 

lesN  déterminations  de  (:;,  x).  On  peut  les  supposer  rangées  dans  un 
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ordre  tel  que,^'  allant  do^  „  à  une  certaine  valeur  sinf|;ulièrc  h  de  j-, 

(g,,x-,)     et     {z.,,x.i) 

deviennent  égaux;  puis  ensuite,  j-  allant  de  y^  à  une  autre  val(>nr  sin- 
gulière convenable, 

{z.,,x.^     et     {z^,x^) 

deviennent  égaux;  et  ainsi  de  suite  pour 

(z,,  X.,),     et     (r,,x,),      ...,     (-j,._„  a?.,_,)     et     {z^,  x^); 

y  allant  de  y^  et  arrivant  à  la  première  valeur  singulière  />,  les  poinis 
analytiques  (r,  x)  varieront  et  deviendront 

et  l'on  aura 

(-'('•^■'.)=(-'2'    •i-l)=(c,    rt). 

Le  point  (a,  i,  c)  est,  eu  langage  géométrique,  un  point  de  la 
surface  /  où  le  plan  tangent  est  parallèle  au  plan  des  xz.  On  aura 
donc 

f(a,  h,  c)=  o,         /;(a,  b,  c)=  o,         fja,  b,  c)  =  o. 

En  nous  reportant  à  la  condition  d'intégrabilité,  on  conclut  (pK- 

P,(«,  b,  c)  fl-Xa,  b,  c)  f'^Xa,  b,  c)=  o\ 

mais  les  deux  derniers  facteurs  ne  sont  pas  nuls,  à  cause  di'  IliNpo- 
thèse  faite  sur  la  surface  y;  nous  avons  donc 

P,(o,  b,  c)=  o. 

Il  nous  faut  maintenant  étudier  la  relation  algéi)rique  entre  ::,  .r 
pour  une  valeur  arl)itrair(^  v^  de  y 

/(•'■5.>',n=)  =  o; 

les  points  analytiques  (i;,,^-,),  (-27  •'-■2)?  •••)  {'y-,  ■'■\)  sont  les  [loinls 
de  ramification  de  cette  fonction.  On  peut  tracer  dans  le  plan  de  la 
variable  complexe  x  un  contour  simple   enveloppant  senlemcul    Ic^ 
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poiiilt;  j,-|  et  ,r^,  et  tel  qu'après  un  tour  complet  de  la  \aiial)l<'  le  long 
(le  ce  contour  tonte  racine  ;  de  Técpiation  prc-cédenle  reprenne  la 
même  valeur. 

l'"-n  ell'et,  réijualion 

d(!'linit  une  courlx-  (pii,  au  ponil  x  =  a,  z  =  c,  a  un  ponit  double  dont 
les  tangentes  sont  distinctes.  Quand  j^  varie,  comme  il  a  été  dit,  de 
»•„  à  h,  ./•,  et  jc'.^  viennent  tous  deux  en  a  :  or  considérons  un  contour 
simple  en\eloj)panl  les  points  x,,  x.2  et  a,  et  n'étant  traversé  par  aucun 
lies  chemins  c]ue  décrivent  les  autres  racines;  ce  contour  sera  un  cycle 
pour  le  point  analytic|ue  (x,  z)  défini  par  l'équation 

car,  si,  partant  d'un  point  arbitraire  du  contour,  avec  une  certaine  ra- 
cine, on  ol)tenail  au  retour  une  autre  racine,  il  faudrait  (pi'il  en  l'ut  de 
même  pour  toute  la  succession  des  valeurs  de  y,  depuis^'u  jnsipi'à  />; 
or,  |)ourj'  =  b,  on  revient  nécessairementavec  la  même  valeur,  puisque 
.;■  =  a  n'est  pas  un  point  de  ramification  pour  ré(piation 

/(x,  b,  z)^o. 

Considérons  nuiinlenant  la  suiface  de  lîiemann  corr(\';pondant  à  la 
relation  algébrique 

/(x,j\,  z)=o. 

iNous  allons  tracer  sur  cette  surface  un  systèm<'  pailiculiei'  de  cou- 
pures, à  savoir  des  arcs  de  courbe  joignant 

{z,,.i\)  à  (;.,  j;-o),  (z.,,  X.,)  à   (r.,,x-;,),  ..., 

Toutes  les  périodes  cycliques  seront  données  par  des  intégrations  le 
long  de  cha(  une  de  ces  coupures  considérées  comme  lignes  doubles, 
ou,  mieux,  le  long  de  courbes  fermées  voisines  de  la  coupiu*e  et  analo- 
gues au  contour  dont  j'ai  parlé  plus  haut.  I^cs  périodes  correspondant 
aux  N  —  I  coupures  pourront  d'ailleurs  n'être  pas  toutes  distinctes. 
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<  Icla  (lil,  nous  revenons  à  rinlc^rale,  lonelion  de  ./;, 


J  M/: 


dont  les  j)(''riodes  ne  dépendenL  pas  de  y.  Or  (jue  va  devenir  rinléi^rale 
prise  le  long  de  (],,  quand  ^■  —  6;  lespoinls  (r,,  ./■,  )  (4  (:■.,,  .'v.)  de- 
viennent lous  deux  égaux  à  (a,  c),  et  /.(.r,  h,  :')  va  contenir  en  tac- 
teur  ,/■  —  a  ;  mais,  et  c'est  là  une  remarque  essentielle,  P(j:,  l>,  z  ) 
contiendra  le  niènie  facteur,  puisque  nous  avons  étal)li  (pi<' 

\\(a,  lKc)  =  a. 

Donc  le  point  (.r  r-:  a,  ;  =  c),  ([ui  cesse  dtMre  un  j>()inl  de  ramiliea- 
lion,  ne  sera  pas  non  [)lus  un  pôle  :  Fintégrale  le'  long  de  (  1,  sera  doue 
nulle. 

Ainsi  il  est  démonlié  que  toutes  les  périodes  cyclit/iics  de  l'iiilé- 

i^rale 

Pdr  . 


f 


sont  nulles.  11  en  est  donc  de  même  de  celles  de  rintégiale  de    diilV'- 
rentielle  lolale,  comme  nous  voulions  Tétablir. 

En  résumé,  étant  donnée  une  surface  algébrique  g(''nérale,  et  ('tant 
considérée  une  intégrale  quelconque  de  différentielle  totale,  relative  à 
cette  surface,  cette  intégrale  (à  moins  qu'elle  ne  soit  mie  fonction  l'a- 
tionnelle  de  x,  Vj  -)  aura  nécessairement  des  courbes  logarithmicjues, 
et  les  périodes  polaires  correspondant  à  ces  courbes  logarithmiques 
seront  les  seules  périodes  de  V intégrale. 


11.    —    IlÉDUCTION    DES    INTEGRALES    DE     SECONDE     ESI'ÉCE. 

(i.   Cherchons  maintenant  à  effectuer  la  réduction  de  ces  intégrales. 
Je  prends  d'aijord  une  surface  dont  Téqnatiou  ail  la  forme 

on  sup[)Osera,  comme  il  est  permis,  ([ue  dans  le  [)olvnôme /(  ./■.   v)  de' 

Jourit.  de  Math.  (4'  série),  tome  V.  —   Kasc.  H,   i88,)  ^o 
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flcpTi'-  1)1  se  trouve  un  Icrnie  eu  ,r"',  el  que  /'(./•,  y)  u'adiuelle  pas  de 
f;uiiMn' earré  parfait. 

Sciil  l"iuli''iJ|-al('  (Ir  diflVTeiilielle  li)lale 


i^ 


V  ilx  +  Q  (ly 


P  et  ()  ('tant  des  pulyuùuies  en  x  et  y.  La  condition  d'inlégrabilité 
i)eul  s'écrire 

dy         ^  du-         -'  '      '  -^  \dy        Oj;  J 

Soit  k  le  degré  de  P  et  Q  en  x  el  jy;  supposons  k^in  —  r . 

Si  nous  considérons  rintégrale  (où  pour  un  nionieni  y  n'est  (|u"un 

paramètre) 

/•     l' clx 


1'  c/.c 

-         5 

y) 


nous  pouvons  retrancher  une  expression  Cx''^'"^'  \Jf(x,  y)  (C  ne  dé- 
pendant pas  de  X'),  de  telle  sorte  que,  dans  la  dilTérence,  P  soit  reni- 
])lacé  par  un  polynôme,  seulement  de  degré  A  —  i  en  ./•;  il  sut'Iit,  pour 
cela,  que  dans 

^(■'■, y)  -  ^'  [(/'■  -  "'  +  ' )-''^-"'/(>-,  v) -t-  ^  ./•*-"-'  1^] 

le  coeffici(Mit  de  .x-*  dispai'aissc.  Si  dans  P(./;,  y)  il  n'y  a  j)as  de  terme 
en  ./  *,  ("  sera  nul  ;  s'il  y  a  un  terme  en  x*  dans  P,  on  aura  pour  C  une 

T,  1  1  1      C  V  d.i- A- C)  cl  y 

cimii[iUi[e,  nit'/)?r  i)(tr ra/tport  a  V.  Ketranchons  alors  de  /    —  •  ■ 

la  fonction  de  x  et  y 

cx^-"'-\ffi:^), 

nous  avons  une  intégrale 

r\\d.r  +  q^dy 

où  P|  et  i)^  sont  touj(jursde  degré  A'  en  xcVy,  mais  P,  sera  seulement 
de  degré  A-  —  i  en  x.  Recommençons  un  raisonnement  analogue  siA-^m; 
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nous  allons  de  /   -      '    '      rclraiichcr  une  c!\|)rcssiou 

de  telle  sorle  que,  dans  la  difféi'ence,  le  nuniéraLeur  soit  seulciuenl  de 
degré  A-  —  2  en  x.  On  a,  pour  cela,  à  choisir  C  de  manière  que,  dans 


C 


(A-  -  m)x''-'"-\f(x,y)  +  '-  x'-'"  |^1, 


le  terme  en  ./■''"'  disparaisse;  C  ainsi  déterminé  sera,  en  gi'iH'ral,  un 

1       >         I  •       1        '  lî   .  1  11     rP,d.r  -hOiflv 

i)oKnunic  du  premier  de2:re  en  y.  lietranclions alors  de  /   —  •- 

la  fonction  de  ^  et  JK 

Cx'-"'^/(x,y), 

DU  aura 

P.,dj:  -hQidr 


r 


v(/(^.7) 


Po  et  (^.,  étant  toujours  de  d(.'gré  A"  en  x  et  y,  mais  P^  étaiil  sridenienl 


de  degré  k  —  2  en  ./•. 


En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  intégrale  (jue  nous  désigne 
rons  encore  [)ar 

P  d.v  -hQdy 


C)  r 


v(/{'ï^>7) 


dans  laquelle  P  et  Q  seront  au  plus  de  degré  A  cnx  et  y^  mais  P  sera 
seulement  de  degré  m  —  2  par  rapport  à. r.  La  condition  d'intégraliililé 
montre  alors  que  Q  sera  au  plus  de  degiv  m  —  i  par  rapport  à  r.  Nous 
avons  donc  Tintégrale  (i),  où 

j  P  =  a,x"'-^-  -+-  a.x'"  ^  + . . .  +  a,„_,, 
\   Q  =  b,x"'-'  -^ù,x"-^  +  ...^b,„^„ 

les  h  et  les«  étant  des  polynômes  en  y.  iVous  pourrions  paitir  de  eelte 
forme  et  effectuer  une  réduction  analogue,  en  [)renanl  pour  poinl  de 
départ  Fintégrale 

f    Q<y 
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mais  lions  ne  i;agiicrinns  licn  à  celle  réilnelion,  (]ui  élèveiail  le  dej^i'é 
<\c  V  cl  ()  pai'  iajt[M>rl  à  ./;. 

Nous  ferons  donc  senlemenl  la  réduction  qui  nous  donne  Finléfirale 
(i  ),  où  P  et  Q  onl  la  forme  (  i>).  La  condition  d"inti''graliililé 


va  nous  donner  maiiilenanl  un  système  dV'ijualions  dill'érenlielN^s  li- 
néaires ordinaires. 

Nous  aurons  d'abord  à  chercher  si  Ton  pouiia  satisfaire  à  ce  système 
(■//  preiiani  puni- 


r/,,      ...,      «,„_.,,      //„,      h h 


';n  - 1 


(le.s  puI\N<)i>ics  en  V. 

J'avais  déjà  obtenu  le  système  d'équations  différentielles  qui  pré- 
cèdent dans  mon  Mémoire  sur  les  intégrales  de  différentielles  totales 
de  seconde  espèce.  On  peut  vérifier  facilement  que  les  intégrales  de  ce 
système  sont  régulières  (  d'après  l'expression  de  M.  Fuchs)  dans  le  voi- 
sinage de  tous  leurs  points  critiques.  C'est  là  un  point  important,  car 
ce  n'est  que  si  toutes  les  intégrales  sont  régulières  (ju'on  pourra  recon- 
naître aisémmit  si  les  équations  admettent,  comme  intégrales  particu- 
lières, lin  système  de  polynômes. 

Cela  posé,  ad  mettons  que  les  écpiations  différentielles  soient  vérifiées 
|iour  un  système  de  polynômes  (a,  />);  on  aura  alors  l'intégrale 


/ 


{n„x"'~'^^...)dx  -^{b„x"''^-{-  .  .  .)dy 


je  (lis  (|u"i'lleuc  se  réduira  certainement  pas  à  une  fonction  algébrique. 
Il  faudrait,  en  eilet,  pour  cela  ipie  l'intégrale,  fonction  de  .r  (t  étant 
alors  un  |iai'aiiiè|ic  aiiiilraire  ), 


/■ 


fût  uni'  fonction  algébri(pie  de  .v.  (Jr,  si  linlégrale  précédente  est  une 
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ioiiiMioii  algébrique,  clic  sera  nécessairement  de  la  forme 

'k(x)s!/(x,y), 

a(./;)  étant  un  polyn(')nie  en  ,r;  mais  cela  est  impossible,  car  la  dillV'- 
rcntielle  totale  de  X(,r)  v'/(x,  y)  est 

(>t  le  degré  du  numérateur  par  rapport  à  ,/■  est  au  moins  ///  —  i . 

11  ne  reste  plus  maintenant  ([u'à  rechercher  si  Tintégiali'  oliteiuie 
n'a  pas  de  courbe  logarithmique. 

Les  seules  courbes  logarithmiques  possibles  sont  à  rinlini.  Imii- 
ployons  donc  les  coordonnées  homogènes  x,  y,  j  et  /;  ré(pialion  de  la 
sui'face  deviendra 

;=r^  =  /(.r,y, /); 

pour  /  =  o,  nous  avons  le  système  de  droiles 

/(.c,  y,o)=o. 

Ces  jn  droites  peuvent  être  des  courbes  logarithmiques  de  l'inté- 
grale; nous  aurons  à  écrire  ou  à  vérifier  cjue  la  période  polaire  coi-res- 
pondant  à  chacune  d'elles  est  nulle.  Il  n'y  aura  ainsi  bien  évidemment 
que  (m  —  f)  conditions  à  vérifier,  car  la  somme  des  périodes  polaires 
est  nécessairement  nulle. 

En  résumé,  nous  venons  d'étudier  les  intégrales 


/ 


P  d.r  +  Q  dy 

Slf[a;,y) 


on  P  et  Q  sont  des  polynômes  en  x  ety,  et  nous  savons  recomiaître  si, 
parmi  les  intégrales  de  cette  forme,  il  y  en  a  de  seconde  espèce. 

7.   Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  n'est  qu'un  cas  paili- 
culier  du  problème  général  de  la  réduction  des  intégrales  de  seconde 
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pspt'ce;  prenons  niainlcnanl  le  cas  général.  Soil  donc 

Pdx  +  Q  dy 


f 


Mv'>-(a-,j') 


(P,  Q,  M  (''lanl  des  polynômes  en  x  cl  y)  une  intégrale  quelconque  de 
seconde  espèce.  Nous  supposerons,  comme  il  est  permis,  que  dans  / 
Tensemble  des  termes  homogènes  du  plus  haut  degré  m  n'est  pas  di- 
visible par  }'. 

Une  première  réduction,  très  facile,  consiste  à  ramener,  par  sous- 
traction d'une  foiiclion  algéhric[ue,  rintégrale  précédente  à  la  forme 


J 


Pdx-hQdy 

/,(7)v{/(a-.  r) 


'/(  y)  «'tant  \in  polynôme  en  y.  Réduisons  donc,  autant  (pi'il  est  pos- 
sible, une  intégrale  de  cette  forme. 

Soit  y  =  a  une  racine  multiple  d'ordre  à  de  l'équation  /  (  y)  :=  o  ; 
a  sera  plus  grand  que  un,  sinon  l'intégrale  serait  de  troisième  espèce. 
La  condition  d'intégrabilité 

^0-)r[g-Qg]  =  ./(-,-)[.0')(^~g)-P|] 

montre  cjue  P(j7,  j')  est  divisible  par  y  —  a. 

Pourrons-nous  remplacer  l'intégrale  })roposéc  par  une  intégrale  de 
uièine  forme,  mais  où,  à  la  place  de  '/{y),  nous  aurons  au  dénomina- 
leur 

y.iy) . 

Y  —  a 
Uelranchons  à  cet  effet  de  l'intégrale  une  expression  de  la  forme 

M-r,.r)v{7 

Dans  celte  dillérence,  le  coefficient  de  d.c  sous  le  signe  d'intégration 
sera  divisible  par^  —  a,  puistjue  P  est  divisible  par  y  —  a\  quant  au 
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cocfficieiil  de  </>',  il  sera  divisible  par  j'  —  a  si 

osl  divisible  par^  — a;  il  faut  pour  cela  ipie 

Q(x,  a)  -h  (  a  —  i)  A(a-%  a)/'(x,  a)  =  o; 

donc  Q(  ./■,  (7)  doit   être  divisible  par  /('•,  «)•   ^^''H'"  <'oiuIilioii  scia 
remplie   si  y  =  a  n'a    que  des   points  simples  de  renconlre  avec   la 

courbe 

/(j7,7)  =  o. 

La  condition  d'intéi,n'abilité  donne  en  ellet,  en  remplaçaiil  1*  paf 
(>'  ~  ^')  l't  '-^  faisant  j  =  a, 

-  Q  C-^.  «)/r(-^-»  "■)  =  2/(j?,  a)  (^^  -  ^  -  aP,  -/ 

y,  (''tant  un  polynôme  en  y. 

D'après  riiypothèse  /"(.r,  a)  et  f'X-f-,  a)  u'auronl  ])as  de  racine 
commune  :  donc  Q(a",  a)  sera  divisil)le  par  /'(.r,  a). 

Le  polynôme  )^  pourra  donc  être  déterminé,  de  manière  à  satisj'aire 
à  la  condition  indiquée.  En  continuant  ainsi  de  procbe  en  proclie,  on 
arrivera  à  une  intégrale 

P  d.r  +  O  fly 

ou 

AiV^y  (j_(,)a 

On  pourra  donc,  en  continuant,  faire  disparaître  du  dé'uominaleur 
tous  les  facteurs  (y  —  a)"  correspondant  à  une  droite j-  =  a,  qui  n'a 
que  des  points  simples  de  renconlre  avec  la  courbe  /(./%  y)  ~  o. 

S.   Envisageons  donc  l'intégrale 

Pdx  +  q  dy 


f 


f 


^(y)\/f{^;y) 
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OÙ  '-j^i)')  iriidiiiel  d'autres  racines  o,  h.  ...,/,  à  un  de_i;ré  (railli'urs 
(juelconque  de  nudtiplicilé,  (juc  celles  de  IVHjuatioii  ^(v')  =  orésullaiil 
(le  ridiniiualioii  de  .rentre 

|]ii   raisonnaiil    sur  celte  intégrale   comme  au  ii°  6,  nous  la  ramè- 
ni'idus  ])ar  des  soustractions  de  fonctions  algél)ri([nes  à  la  forme 


J   \'.fW7y) 


P  d.r  +  Q  f/.r 

on 

P  =  A„,r'"-M- A,. r'"-^' -+-..., 

(^)=B„. /■"''+..., 

les  A  cl  les  B  étant  ici,  non  plus  des  polynômes,  mais  des  fonctions 
rationnelles  de  )',  dont  le  dénominateur  ne  peut  s'annuler  que  pour  a, 
A,  . .  . ,  /. 

\ous  aurons  donc  à  considéicr,  comme  plus  haut,  le  système  d'équa- 
I  Ions  différentielles  en 

A„,      A,,      ...,      B„,      B,, 

donné  par  la  condition  d'intégrabililé,  et  à  rechercher  si  l'on  peut  satis- 
laii'e  à  ces  écjuations  en  prenant  pour  les  A  et  B  des  fonctions  ration- 
nelles de  }',  fjuestion  qui  ne  présentera  pas  de  difficulté,  puisc]ue  les 
intéiiiales  du  système  sont  régulières  dans  le  voisinage  de  tous  les 
points  criticpies. 

Supposons  (|u'il  soit  possible  de  satisfaire  aux  conditions  précé- 
dentes. 11  faut  maintenant  recoiniaUre  si  l'intégrale  obtenue  n'a  pas  de 
courbe  logaritbmirpie. 

Une  courbe  logarithmique  pouriait  être  donnée  par  les  deux  écjua- 
tions 

r=«,      ^- =  /{-'■■,  a  )■■, 

cette  courbe  est  d'ailleurs  irréductible,  car  on  peut  siq)poser  tpi'on  a 
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fiiil  piéalalilemcnl  sur  x  ci  y  une  substitulion  linéaire;  Jonc,  pour 
)'=<:/  («jui  correspond  à  une  racine  multiple  de  l'cnjualion  en  ./), 
l'équation 

/(■'■,  r)  =  o 

aura  des  racines  simples,  outre  la  racine  luulliple.  11  n\  aurait  (\'r\- 
ccplion  cjue  dans  le  cas  où  /se  composerait  de  droites  passant  par  ini 
même  point,  cas  rpie  Ton  petit  laisser  de  côté,  car  il  est  1res  facile  de 
l'étudier  directement. 

Je  dis  (jue,  dans  ces  condUions  d' iircduclihiUlt'  de  la  courhc 

'■'=/{'-^  «)> 

Ja  période  polaire  esl  iiéressaireutenl  nulle.  Pour  r(''\aluer,  udus 
avons  à  considérer  l'intéorale 


y 


en  donnant  à  x  une  valeur  fixe  arbitraire.   Celte  période  aura  u\u; 
expression  de  la  forme 

U(.r,  a) 


H  ('tant  rationnel  en  ./;  et  a.    Cette  période  doit  être  iiidepcudaiiti 
de  X.  Par  conséquent 

R('^S  a)    _  ^ 

A  étant  une  constante;  par  suite, 


A       ' 

mais  r,  fonction  rationnelle  de  x,  est  en  contradiction  avec  le  fait  ([ue 
l'équation  z^=f(x,  a)  est  irréductible. 

Par  suite,  y  ^  a  »e  donne  pas  de  courbe  logarillimiqiie. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  considérer  les  m  droites  àTinlini;  on  les  ('-lu- 
diera  comme  au  n"  6. 

Journ.  (le  Math.  {\'  série),  lomc  V.  —  Fasc.  II,  i8Sij.  21 
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9.   Examinons  mainlenanl  le  cas  d'uni^  surface  cjuelconquc 

/(•''■,.>',  z)  =  o. 

La  rcduclion  des  intégrales  de  seconde  espèce  peut  èlre  l'aile  encore 
ici  par  une  méthode  analogue.  J'en  ai  précédemment  indiqué  le  point 
de  dépai'l,  mais  sans  approfondir  la  (juestion.  Soit 


l'p  dx  4-  Q  c/y 


une  intégrale  quelconque  de  seconde  espèce  relative  à  la  surface  /; 
l'intégrale 

(2)  j'P(.i;y,z)dx, 

où  j^  est  un  moment  considéré  comme  un  paramèlre  arl)itran'e,  esl 
une  intégrale  de  seconde  espèce  pour  la  relation  algébrique  euhv  .r 
et  :;, 

/(•<■)  .)')  '■)  =  o- , 

Kn  désignant  par/?  le  genre  de  C(>tle  courI)e,  cl  désignant  par 

'  i),{x,y,z)dx  r  Q„,,(.r,  r,  z)  r/.r 


J  —T-        "'       ■■■'      J 


/■ 


2y>  iulégrales  distinctes  de  seconde  espèce,  relatives  à  cette  courbe,  les 
()  étant  des  polynômes  en  .r,  y,  z  et  de  degré  im —  \  eu  .r  d  ;,  ou 
peul  mcllre  l'iulégrale  (  -i)  sous  la  forme 


/'  Q.  d.v  /'  Q.,,,d.v       ^  -  . 

"'  I  ^r~  +  •  •  •  +  "-^p  I  ^_ — ^  M-'-,  7>  -•), 

les  «  étant  des  fonctions  rationnelles  de  v,  et  À  étant  i-alloiinrl  eu  ./■, 
Y  et  z. 

Si  donc  de(i  )  ou  i'(_'trancli<'  \Çv,y^  r),  on  aura  nue  iut(''grale 


fl\  dx  -+-  S  dy, 
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OÙ 

/; 

Prenant  donc  pour  R  une  expression  de  cetlo  forme,  les  ()  pouvani 
être  considérés  comme  connus,  j'ai  clierehé  (loc.  cit.)  à  déterminer  les 
fonctions  a,,  a.,,  .  . . ,  a„p  de  y,  de  manière  cjue  les  périodes  de  Finle- 
i^rale 


f 


A 


ne  dépendent  pas  de  j'. 

Je  trouve  ainsi  que  les  a  doivent  satisfaire  à  un  certain  système  1'] 
d'équations  différentielles  linéaires,  dont  les  coefficients  sont  des  poly- 
nômes en  j'.  On  aura  donc  à  rechercher  les  systèmes  de  valeurs  de 


satisfaisant  aux  équations  (E),  et  rationnelles  en  y. 

Considérons  un  tel  système  s'il  en  existe;  j'ai  étahli  qu'on  j)oui']'a 
alors  associer  à  la  fonction  rationnelle  R  une  fonction  rationnelle 
S(x,  y^  z),  telle  cpie 

R  dx  -h  S  dy 

soit  une  différentielle  totale  exacte. 

La  fonction  S  n'est  bien  évidemment  déterminée  qu'à  une  fonction 
rationnelle  près  dey.  Cette  remarque,  si  simple,  va  être  essentielle 
pour  la  suite. 

Il  s'agit,  en  efTet,  maintenant  de  savoir  si  l'intégrale 

Tr  dx  -+-  S  dy 

a  ou  non  des  courbes  logarithmiques. 

Les  seules  courbes  logarithmiques  à  distance  finie  pourraient  être 
données  par 

y  =  a,         /(x,a,:.)=o, 

en  désignant  par  a  un  point  singulier  du  système  d'équations  dilféren- 
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lii'llcs  I''.  La  [K'riodi'  s'oblicndrail  en  calculaiil  pour  rinli'grale 

(lù  Tdii  (loiiiic  à  X  une  valeur  arbitraire,  la  période  polaire  relalive  à 

A 

>-  =  a.  Mais,  puisque  Ton  peul  ajouter  à  S  un  terme  de  la  forme  -- —  > 

on  peut  supposer  (jue  celte  période  est  nulle.  Nous  pouvons  doue  sup- 
poser «pie  l'intégrale 

n'a  pas  pour  courbes  lojj:aritbmiques  les  courbes  j-  =  a. 

La  seule  eourljc  logarithmique  que  pourrait  avoir  l'intégrale  jirécé- 
denle  est  donc  /a  courbe  de  la  surface  à  Vinjlni.  Mais  celte  courbe 
peul  Ici  èlie  supposée  irréduclilile;  elle  in'  peul  donc  êlre  une  courbe 
logarilinnique,  puis(pie  m  fois  le  résidu  correspondant  doit  élrr  nul. 

iNous  arrivons  donc  au  théorème  suivant  :  A  chaque  solution,  ra- 
tionnelle du  système  E  cori'espond  une  intégrale  de  différentielle 
totale  <jui  n'a  pas  de  courbe  logarithmique  et  qui  ne  se  réduit  pas  à. 
une  fiiuctfou  rationnelle  des  coordon/u'cs. 

H).  Nous  avons,  dans  ce  qui  prc'cède,  parl('>  d'une  manière  générale 
des  inlégrales  de  seconde  espèce.  Si  l'on  veut  obtenir  les  intégrales  de 
premièî'e  espèce,  la  (piestion  est  beaucoup  plus  facile,  car  l'intégrale  a 
alors  nécessairemeni  la  forme 


/ 


B  d.v  —  A  dv  ..  11. 

j, JK-^'i  y'i  :^  )  =  o       de  degré  m. 


où  B  et  A  sonl  des  polynômes  en  x,  y,  z  de  degrés  m  =  2  en  x,  y,  :■ , 
le  premier  étant  seulement  de  degré  m  —  3  en  x  et  z,  le  second 
de  degré  /n  —  3  eu  j' et  :;.  Mais  je  n'ai  rien  d'essentiel  à  ajouter  aux 
considérations  générales  que  j'ai  développées  dans  mon  premii'r  Mi'- 
moire  et  aux  remarques  faites  ultérieurement  à  ce  sujel  par  M.  .\()llier. 
Nous  j)ourrons  donc  dans  la  suite  considérer  les  deux  cpiesiions  sui- 
vantes comme  entièrement  traitées  : 

1"  Ueeherche  des  intégrales  de  première  espèce  d'une  surface; 
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2"  Recherche  des  intégrales  de  seconde  espèce,  non  ali;vl)ri(|iies, 
c'est-à-dire  formation  des  intégrales  de  seconde  espèce  linéaireiuenl 
indépendantes. 

Ce  dernier  problème  a  précisément  fait  rohjet  du  Chaiiilrc  actuel. 
LVHude  des  intégrales  de  seconde  espèce  esl  ccpendanl  loin  d  élre 
épuisée,  et  nous  aurons  à  revenir  sur  ce  sujet  dans  le  Chajjitrc  siiivaiil 
(Chapitre  II,  Section  III). 


III.   —  InTKGR.VLES    DE     TROISIÈME     ESPÈCE. 

11.  Nous  avons  déjà  démontré  qu'en  général,  dans  une  surfacr 
algi''ljiique,  toutes  les  périodes  se  réduisaient  aux  périodes  po/au-rs. 
La  (|uestion  à  étudier  consiste  donc  à  rechercher  dans  (juds  cas  il  y 
aiua  des  périod(>s  autres  que  les  périodes  provenant,  des  courbes  ioga- 
rithiuiques;  nous  ne  sommes  pas  encore  en  mesure  de  liailer  celli' 
question,  que  nous  renvoyons  au  Chapitre  suivant. 

Pour  le  moment,  nous  allons  nous  borner  à  imiter  ce  <pi('  nous  avons 
fait  pour  les  intégrales  de  seconde  espèce,  en  chercliant  à  lain'  aiilaiil 
(]u"il  est  possible  la  réduction  d'une  intégrale  de  Iroisième  espèce. 

Nous  nous  limitons  d'ailleurs  aux  équations  de  la  forme 

/étant  un  polynôme  qu'une  transformation  homographi(ine  pr(''alable 
permet  de  supposer  de  degré  pair. 


Soit  donc  l'intégrale 


ou  nous  avons 


„/ 


r^  /t.r  -+-  Q  dy 


les  facteurs  A,  B,  ...,h  étant  irréductibles  et  premiers  ave(/(  ,/•,  y  ) , 
P  et  Q  étant  des  polynômes. 

Nous  aurons  d'abord  une  suite  de  réductions  faciles,  (|ui  nous  oui 
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déjà  servi  dans  lo  cas  des  inlégrales  de  seconde  es[)cce,  el  qui  ramènc- 
roiii  l'intégrale  à  la  forme 


J  y.i.y 


A.B...Lv//('^,  r) 


les  faeleuis  A,  B,  ...,  L  ne  ligurant  plus  qu'à  la  première  puissance 
an  d(''noniiiialeur;  dans  le  cas  des  intégrales  de  seconde  espèce,  ils 
disparaissaieni  dans  ce  diMiominatenr,  où  ne  restait  plus  que  le  poly- 
nôme /,()')• 

liC  lliéorènir  que  je  veux  établir  est  relatif  à  la  courbe  d'interseetion 
des  deux  surfaces 

A(.r,.)-)=o,  -=/(..•,  j). 

Laissant/  constant,  considérons  la  période  polaire  de  l'intégrale 

Pd.r 


I  ycix 

./    x(.y)A,B...Lv/ 


'//(^•,7) 

relative  à  un  [lolnt  x",  racine  de  A(.r,y);  cette  période  sera 

F(.r.  r) 
t)A 


■,^B...L,/./(,r,y) 

et  cette  expression  devra  être  indépendante  dey  \x  étant  toujours  tiré 
de  A(./',j')^o,  en  fonction  de  j^]  ;  c'est  donc  une  constante,  soit 
l'unité  :  on  aura,  par  suite. 

Il  étant  le  polynôme  y  y-^l!...L,  pour  les  valeurs  de  x  q\  y  satis- 
faisant à 

A(.r,/)=  o. 

On  en  tire  une  conclusion  intéressante  :  La  surf  ace  A  =  o  coupe  la 
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HurJ'acc pi-oposi'c,  siiivdiit  les  deux  courbes  distinctes 


A  =  o, 
_  P 

■  -ïï' 


A  =  o, 


P 
r' 


Ainsi  ces  polynômes  A,  B,  . . .,  L  ne  peuvent  être  pris  arliitrai- 
rement. 

12.  La  condition  nécessaire  trouvée  vient  complicjiier  sini;iili(''ir- 
ment  la  discussion  complète  des  intégrales  de  troisième  es[)ècc.  Elle 
peut  conduire  à  des  résultats  assez  singuliers  au  premier  abord,  comme 
celui  que  je  vais  indiquer. 

Prenons  le  cas  simple  de 


y: 


Vdx  +  t)dy 


J    A(.r,j)v//(.r,j) 
la  cnudilion  d'inlégral)ilil(''  sera 


(.)    A 


P  ^  _  O  '^l 
dy         '^d.jo 


2/(j^',r) 


^^%-m-'i^ 


On  peut  se  donner  arbitrairement  A(iC,jV');  et  Ton  peut  cerlaiiirinciil 
satisfaire  à  cette  équation  en  prenant  pour  P  et  Q  des  polvnômcs  en  ./• 
et  j';  il  suffit  de  prendre  ces  polynômes  d'un  degré  sunisammciil 
élevé.  Mais,  si  A(.r,  y)  ne  remplit  pas  la  condition  nécessaire,  (pii  vient 
d'être  indiquée, 

A  (x,  r)  =  o 

ne  pourra  pas  donner  une  courbe  logarithmique;  il  arrivera  n('-eessai- 
remenl  que  P  et  Q  seront  divisibles  par  A. 

La  question  inverse  se  pose  d'elle-même.  Comment  doil  èLre  clioisi 
A(a;,  j')  pour  que  l'on  puisse  trouver  des  polynômes  P  et  Q  satisfai- 
sant à  l'équation  (i),  et  qui  ne  soient  pas  divisibles  par  A. 

Un  cas  simple  serait  celui  où  A{x,  y)  —  W  —  N-fÇx,  y),  car  il  est 

évident  alors  que  l'expression  log  ^ -^  répond  à  la  «[ui'slion. 
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l*(iui' le  cas  i^t'néi'al,  remarquoiis  (juoii  pciil  roc)  aire  rinlégrale 


./ 


A(.r,y)v /(.'-,/) 


en  ahaissaiil  h  ilcyré  des  numéraleius  P  cl  (). 

Soiciil  k  le  degré  de  P  cl  Q,  et  a.  le  degré  de  A(x,y). 

Désignons  par  ^  et  q  l'ensemble  des  termes  homogènes  en  x  el  y  d(; 
flegré  k  dans  P  et  Q,  et  par  a(x,yy  l'ensemble  des  termes  homogènes 
(le  degré  a  dans  A. 

En  prenant  dans  la  condition  d'intégrabilité  rcnscndjlc  des  termes 
liomogcncs  de  plus  haut  degré,  nous  aurons  évidemment 


*->     M/'l 


'^S)  =  -?(-'''->'.^ 


d/>        âii  \  de  da 


o(.r,j')   désignant  l'ensemble   des   termes    homogènes  de  degré  m 
danscp;  nous  supposerons  seulement  cpie  les  m  directions  asympto- 
li(|ucs  d(^  /\x,y)  =  G  sont  distinctes,  ce  cju'on  a  pu  léaliser  à  ravance, 
|iar  une  transformation  homographicjue  de  la  surface  z'^=  f(x,y). 
(  Icllc  i''i|uation  (2)  peut  s'écrire 


O  =  V-       —  "K"'/  —   'l'I- 

-+-  -jJ-     inap  —  21- 


a 


dp       d'i 


fia  da 

(la 


,1a 


9a] 


(  )r  la  condition  d"inlégrabilit(''  (  i  )  monlie,  puisipie  A  et  /soûl  prc- 

r\  <^-^        11 '^A       .   r    ■    1  I  Al  <^'^  <^<^ 

niiersenlrr  eux,  (lue  (  )  ^i l  -r-  (?st  ciivisil^le  itar  A  :  tionc  a  -. — —  p^r- 

'    '        ^  dv  dy  '  ^  dr       -'  dy 

est   divisibli^  parr/;  par  suite,  ou  peut  diviser  par  a  Tidenlilé  précé- 


ile.  (  )u  aura  donc 


i»'p-.yv-)jy-^(. 


m  CI 


o 


u  piMit,  par  suite,  écrire 


p  =  p.  >-  +  A 


dx 


q  =  -  U..L-  -f- 


X 


dy 
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[j.  et  X  étant  des  polynômes  homogènes  en  x  et  y,  le  premier  de  dei^ié 
h  —  I  et  le  second  de  degré  k  —  m  -+-  i;   substituons  ces  valeurs  ch'  p 
et  q  dans  Téqfiation  (2). 
On  aura  alors 

a  [A (m  —  2/1  —  2  +  20.) 

f  d\  d'i         àl  d<f\  -.  r  da  ôa         d'f   ôa 

\()y  dx        dx  dy )        "     \dy  dx        d.r  7)y 

qui  permet  d'exprimer  [jl  en  fonction  de  "k,  si  l'on  n'a  pas 

m  +  2  a  ^  2  /.  -f-  2 . 

En  portant  dans  l'intégrale 

p  dx  -+-  q  dy 


J 


a{-i-,y)H{x,y) 
la  valeur  de  pi,  on  voit  que  cette  intégrale  est  égale  à 


•2 


A  -T-  2  —  m  —  2  a     a 


Supposons  d'abord  que  a(x,y)  n'ait  que  des  facteurs  simples,  il 
faudra  que  A  soit  divisible  par  a,  car  les  seuls  infinis  de  l'intégrale  ne 
pourraient  être  que  logarithmiques.  Il  s'ensuit  que/?  et  q  étaient  divi- 
sibles par  a. 

Cela  posé,  soit 


a  " 


X,  étant  un  polynôme  homogène  en  x  ely. 
De  l'intégrale 

Vdx-Y-qdy 


h 


A-(-*-,y)v//('^>7) 
retranchons 

2  »i  4-  4  ot 


1^1^  X.  ^J/(x,y), 

Journ.  de  Math.  (^'  série),  tome  V.   —  Fasc.  II,   1889.  22 
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la  différence  sera 

'P,dx  -h  Q,dy 


r- 


A{x,r)v/7 


P,  et  Q,  étaiil  seulement  de  degré  A  —  i.  On  a  donc  pu  diminuer  d'une 
unité  le  degré  des  polynômes  qui  figurent  au  numérateur;  on  conti- 
nuera ainsi  la  réduction  tant  cjue  l'on  n'aura  pas 

2  A'  ^  //î  +  2  a  —  2  , 

circonstance  qui  se  présentera,  car  nous  pouvons  supposer  m  pair  (eu 
ayant,  comme  il  a  été  dit,  effectué  d'abord  une  transformation  homo- 
graphique  sur  j:  ely). 

Nous  remarquerons  que,  pour 

A  =;  ni'  +  a  —  I, 

on  aura  nécessairement  dans  les  expressions  de  ^  et  y 

A  =  o; 

car  X  doit  être  divisible  par  a;  or  le  degré  de  X  est  égal  à 

A  —  2A;i'+  I  ;=  a  —  r/i' . 

X  ne  peut  donc  être  divisible  par  a,  donc 

A  =  o; 

c'est  celte  propriété  qui  est  la  base  de  la  forme  invariante  de  l'inté- 
grale pour  A  =  ni'  —  a  +  i ,  quand  on  fail  sur  x  el  y  une  transformation 
homographique. 

On  arrive  donc  à  la  conclusion  suivante  :  Da/i.s  l'intéirrale 


J 


•_Pdx^Qdr 

A(j:^,r)\//(-'r>r) 


SI  a  est  le  degré  de  A,  on  peut  supposer  que  le  degré  de  V  et  O  est 
égal  à 

m'-i-  a  —  I,  (/«  =  2 m). 
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Celte  proposition  conduit  à  une  conséquence  intéressante  :  les 
surfaces 

z^  =  f(x,y) 

se  classeront  d'après  le  degré  minimum  a,  que  Ton  peut  donner  à  A 
pour  avoir  une  intégrale  de  la  forme  précédente. 

Il  est  manifeste  que,  si  a  est  un  tel  nombre,  P  et  Q  seront  premiers 
avec  A,  sinon  a  ne  serait  pas  le  degré  minimum.  De  plus,  il  y  aura  tou- 
jours certainement  un  degré  minimum,  car  a  sera  au  plus  égal  à  -un' , 
puisqu'on  répondra  aux  conditions  en  prenant 

M  étant  un  polynôme  arbitraire  de  degré  m' .  On  a  en  effet,  dans  ce  cas, 

I      M  ^  v7 
log 5^. 

qui  répond  à  la  question. 

Le  minimum  a  pourra  donc  être  trouvé  par  une  suite  de  tâton- 
nements. 

15.  Il  a  été  supposé  dans  la  réduction  du  paragraphe  précédent 
que  a  {x^y')  n'avait  que  des  facteurs  simples.  Il  n'y  a  là  aucune  diffi- 
culté pour  la  généralité  des  remarques  qui  précèdent. 

Reprenons,  en  effet,  l'intégrale 


y 


Vdx-^Çldy 


f^{x,y)\/J\-^,y) 


P  et  Q  étant  de  degré  A'  supérieur  à  m' -\-  a  —  i.  Effectuons  sur  x  cA y 
une  substitution  homographique  quelconque  : 

a,x'  +  b.v'  +  c,  a,x''-h  biv'  -i-  c, 

a  jf'  -h  b y'  -h  c  -^  a  jc' -\- b y' +  c 

et  soient 

fU  y)  =  li^'sll- 


iin' 


^{x',y') 
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Cl  Ton  aura 

r    Pd.r  +  Qdy     _   r v.dx'-^q^dv' 

J  A(x,y)s/f{a:,y)  ~  J  B(x',/)(a^'+ ftj'+ c)VF(^\j')' 

et  dans  ]i(x',y')  les  directions  asymptotiques  seront  distinctes.  On  ré- 
duira d'abord  le  facteur  (ax'  -h  by'  -+-  c)'',  qui  disparaîtra  même  coni- 
piètement,  car  la  surface 

z'  =  F(x',y) 

u'esl  pas  coupée,  suivant  deux  courbes  distinctes,  par 

ax'  -{-  by'  -h  c  =  o. 
Un  ramène  donc  rinlégrale  à 

r     P,  dx'  +  Qj  dy' 


j 


B(x',y)v'F(,r',/) 


Po  et  Qa  étant  de  degré  m'  +  oc  —  i .  Il  n'y  a  plus  alors  qu'à  revenir 
aux  variables  x  Qly,  et  l'on  a  la  réduction  cherchée. 


CHAPITRE  II. 

SUR  LES  CYCLES  DANS  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES. 


I.  —  Sur  la  transformation  des  cycles  d'une  surface  de  Riemann 

DÉPENDANT  d'uN  PARAMÈTRE  ARBITRAIRE. 

1.   Considérons  l'équation 

f(x,y,z)=o 
(/  étant  un  polynôme),  comme  représentant  une  ccrlaine  courbe  ou 
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surface  de  Riemann  entre  x  et  z;  la  lettre  y  représente  un  païaïuèlic. 
(^uand  y  varie,  la  surface  de  Riemann  se  déforme. 

Soit,  pour  j'  arbitraire,  p  le  genre  de  la  surface;  nous  pourrons  tra- 
cer sur  elle  2p  cycles  indépendants;  c'est  de  la  transformation  de  ces 
cycles,  quand  y  varie,  que  nous  allons  nous  occuper.  Deux  cycles  seront 
considérés  comme  identiques,  quand  on  pourra  passer  de  l'un  à  l'autre 
par  une  déformation  continue  de  la  surface.  Nous  devons  naturellement 
nous  demander  quel  est  le  nombre  des  cycles  distincts.  Nous  nous 
trouvons  avoir  répondu  par  avance  à  cette  question  pour  le  cas  d'une 
relation  algébri([ae  arbitraire  entre  x,  y  et  :;;  il  résulte  en  ell'et  aisé- 
ment du  tliéorème  démontré  dans  le  premier  Chapitre  que,  si  l'équation 
/  est  la  plus  générale  de  son  degré,  tout  cycle  se  ramènera  à  un  seul 
cycle. 

Mais  nous  allons  reprendre  ce  théorème  fondamental,  en  présentant 
la  démonstration  de  manière  à  pouvoir  aborder  ensuite  l'étude  des  cas 
spéciaux  qui  forment  le  point  capital  de  cette  théorie.  Soit 


0)  / 


F{.r,y,z)d.v 


une  intégrale  abélienne  de  seconde  espèce  relative  à  la  coiube  /", 
F(^,_)^,  ;)  désignant  un  polynôme  en  -t",  j',  :^. 

Les  périodes  de  l'intégrale  (I)  sont  des  fonctions  de  )',  et  nous  avons 
déjà  dit  qu'elles  satisfaisaient  à  une  équation  différentielle  linéaire,  dont 
les  coefficients  sont  rationnels  en  y.  Désignons  par  (E)  cette  équation  ; 
son  ordre  sera  égal  à  ip  [on  suppose  que  l'intégrale  (I)  est  prise  arbi- 
trairement; car,  pour  certaines  intégrales,  il  pourrait  y  avoir  réduction 
dans  l'ordre  de  E]. 

De  plus,  dans  l'hypothèse  onf{x,y,  z)  est  un  polynôme  général  de 
son  degré,  cette  équation  sera  irréductible,  c'est-à-dire  qu'aucune  de 
ses  intégrales  ne  satisfera  à  une  équation  linéaire  d'ordre  moindre  et  à 
coefficients  rationnels  en  y. 

Les  points  critiques  de  l'équation  linéaire  sont  faciles  à  liouver;  éli- 
mine-l-on  z  entre 

/(.r,/,  z)=  o,         /;'  (x,y,  z)  =  o, 
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on  aura  une  relation  entre  x  et  y, 

P(x,y)  =  o. 

Les  valeurs  de  y,  pour  lesquelles  deux  racines  de  la  fonction  x  de  y 
définie  par  l'équation  précédente  deviendront  égales,  feront  connaître 
les  points  singuliers  de  l'équation  (E). 

L'équation  (E)  a  toutes  ses  intégrales  régulières;  de  plus,  pour 
ciiaque  point  criticpie,  les  racines  de  l'équation  fondamentale  détermi- 
nante sont  des  i-acines  de  l'unité.  Nous  avons  supposé  que  /était  un 
polynôme  arbitraire,  mais  nous  n'allons  avoir  qu'à  retenir  une  consé- 
(pience  de  ce  fait,  à  savoir  que  l'équation  E  est  irréductible,  et  nous 
allons  montrer  que,  quand  l'équation  E  est  irréductible,  lous  les  cycles 
se  Taivèneiont  à  un  seul. 

Prenons  en  ell'et  une  valeur  arbitraire  de^'  et  considérons  les  cycles 
donnant  les  ip  périodes  de  l'intégrale  (I).  Soit  pris  un  de  ces  cycles, 
cl  w,  la  période  correspondante;  en  faisant  décrire  à  jetons  les  chemins 
|)ossibles,  nous  reviendrons  au  point  de  départ  avec  ap  déterminations 
linéairement  indépendantes 

to,,      w^,      ....      co./,; 

ces  2/j  valeurs  sont  -ip  p(''riod(>s  distinctes  de  l'intégrale  (I)  ;  de  plus,  Q 
désignant  la  p(''riode  correspondant  à  un  cycle  quelconque,  on  aura 

UlQ.  H-  ///,  co,  -I-  . . .  -(-  /»2i,M.^^,^  o, 

les  m  étant  des  entiers,  c'est-à-dire  que  ii  se  ramène  au  cycle  co,. 

C(^la  posé,  suivons  pendant  la  variation  de  y,  en  même  temps  que 
la  variation  de  la  valeur  de  la  période,  la  déformation  continue  du  cycle 
correspondant;  nous  arriverons  ainsi  à  2p  cycles,  et  inversement  tous 
ces  cycles  se  réduii^ont  à  l'un  d'entre  eux.  Il  est  donc  établi  que,  dans 
le  cas  où  l'équation  E  est  irréductible,  tous  les  cycles  se  réduisent  à 
un  seul. 

2.  Les  considérations  précédentes  indiquent  la  marche  à  suivre  pour 
faire  dans  tous  les  cas  l'étude  de  la  transformation  des  cycles. 
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Reprenons  Téquation  (E)  qui  va  jouer  un  rôle  essentiel  dans  ce  <[ui 
suit. 

En  partant  pour  une  valeur  arbitraire  y^  de  y  d'une  période  w,,  et 
décrivant  tous  les  chemins  possibles,  supposons  qu'on  n'obtienne  seu- 
lement ipie  q  périodes  distinctes 


Wo,      ...,      co^, 


et  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  cominensurables  de  ces  q 
périodes.  Soit  co',  une  période  distincte  des  précédentes  f  et  qui  par  suite; 
ne  peut  être  non  plus  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants 
de  ces  précédentes,  car  alors  l'équation  (E)  serait  d'ordre  inférieur  à 
2/>],  et  supposons  qu'on  obtienne  avec  elle  par  différents  chemins 


co^,      ...,      (.0^: 


et  des  coml)inaisons  linéaires  à  coefficients  cominensurablçs  de  ces  q 
périodes.  Si  nous  n'avons  pas  encore  épuisé  les  '2p  périodes,  on  conti- 
nuera de  la  même  manière,  et,  en  résumé,  les  périodes  se  Irouveronl 
partagées  en  un  certain  nombre  de  groupes  distincts. 

Le  nombre  de  ces  groupes  sera  le  nombre  des  cveb's  distincts  de 
la  surface  de  Riemann  f. 

5.  Cherchons  à  interpréter  la  distinction  précédente  en  groupes  de 
cycles.  Tout  d'abord  les  périodes  arithmétiqucment  distinctes  sont  li- 
néairement indépendantes,  puiscjue  nous  supposons,  comme  il  est  per- 
mis, et  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  que  l'ordre  de  l'écjuation  est 
égal  à  2/?.  Les  q  périodes  du  premier  groupe 

co,,      w,,      ...,      hi,j 

satisferont  à  une  équation  linéaire  dordre  q  à  coefficients  rationnels: 
l'équation  (E)  sera  réductible. 

Pareillenicnl  nous  aurons  pour  les  w'  une  équation  biK-aiie  d'ordre 
ç',  et  ainsi  de  suite;  par  conséquent,  à  chaque  groupe  de  cycles  corres- 
pond une  équation  linéaire  irréductible. 

Nous  pouvons  approfondir  davantage  cette  réduction.  On  peul  sup- 
poser que  l'on  part  d'une  période  absolument  arbitraire  co,  ;  ou  arrive 
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alors  à  une  oquation  linéaire  d'ordre  q.  Ce  nombre  q  est  caracté- 
risli(|iie  pour  Féquation  différentielle  (E);  en  prenant  ensuite  pour  w, 
une  période  absolument  arbitraire  (sauf  qu'elle  est  arithmétiq*ucment 
distincte  de  w,,  to^,,  . . . ,  co,^),  ce  sera  encore  une  équation  de  degré  q 
(|ue  Ton  obtiendra;  donc  tous  les  nombres 

q.      q\      ... 
sont  égaux.  Le  nombre  q  est  un  diviseur  de  2/>,  et  le  nombre  des 
rycli'-'i  (u.stuicis  est  e<xa(  a  -^• 

D'après  ce  C|ui  a  été  dit  plus  liant,  q  est  en  général  égal  à  2p.  Com- 
ment pourra-t-on  toujours  le  déterminer? 

On  commencera  par  déterminer  le  groupe  de  l'équation  linéaire  (E). 
Soit 

un  système  de  périodes  normales  (pour  fixer  les  idées)  de  l'intégrale 
initiale. 

Le  groupe  de  l'équation  est  formé  de  substitutions  linéaires,  relatives 
à  ;/,,  ?<2,  ...,  Mo/,  substitutions  à  coefficients  entiers,  et  dont  le  déter- 
minant est  égal  à  l'unité.  Prenant  dans  le  plan  des  y  un  point  arbi- 
traire O  (non  singulier  pour  l'équation  différentielle),  etlc  joignant  aux 
divers  points  singuliers  A,,  Aj,  . . . ,  A|^  de  l'équation  différentielle, 
nous  obtenons  ainsi  dans  le  plan  des  y  un  système  de  coupures.  En 
suivant  la  transformation  des  périodes,  nous  pourrons  déterminer  la 
substitution  linéaire  relative  à 

//,.     II.,,     ...,     ii.^p,  , 

correspondant  à  cbacune  des  coupures.  Le  calcul  pourra  être  laborieux, 
mais  ne  présente  pas  de  difficultés  tliéoriques  que  l'on  puisse  regarder 
comme  insurmontables.  Il  reviendra  à  l'étude  des  variations  des  racines 
de  l'équation 

autour  de  leurs  points  critiques,  et  des  cycles  correspondants. 

Soient  donc  supposées  connues  ces  substitutions  fondamentales  de 
l'équation  linéaire;  elles  sont  à  coefficients  entiers. 
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l'\)riii()iis  une  C(Hiil)iuais()M  liiii'aire 

U„  =  r/,  //,  +  r/j //,-!-...+  a,pU.,p, 

les  a  étant  des  entiers  quelconfjues. 

Désignons  par  U,,  L\,,  . . . ,  \J^  les  valeurs  des  Uo,  (|uand  on  a  efl'ee- 
Iné  sur  les  u  les  N  suhslitnlions  fondamentales  du  groupe  de  récpiatioii 
linéaire.  Soit  q  un  noMd)i'e  inférieur  à  ■ip.  Parmi  les  N  expressions 

U,„    U.,    ...,    u,, 

il  n'y  eu  a  pas  bien  évidemment  plus  de  2/j  linéairement  indépendantes, 
mais  écrivons  qu'il  y  en  a  seulement  q;  nous  obtiendrons  ainsi 

('■(piations  de  condition  entre  les  coefficients  des  suljslilulions  fonda- 
mentales. 

Si  toutes  ces  conditions  sont  satisfaites,  quels  que  soient  les  entiers 
a,  ce  que  l'on  pourra  vérifier  puis(pic  les  subslitutious  fondamentales 
sont  connues,  on  sera  certain  (jue  U„  satisfera  à  une  équation  linéaire 
d'ordre  q. 

IVous  avons  dit  que  q  doit  être  un  diviseur  de  -ip;  pour  faire  les  vé- 
rifications précédentes,  nous  prendrons  donc  successivement  pour  y  les 
dillércnts  diviseurs  de  Q.p.  On  commencera  par  ^  =  i,  et  le  plus  petit 
diviseur,  pour  lequel  seront  vérifiées  les  condilions,  sera  le  noudu'e 
cliercbé. 

[j'équation  linéaire  primitivement  eonsidéréi'  se  trouve  donc  rem- 
placée par  un  certain  noud)re  d'équations  linéaires  d'ordre  moindre. 
Nous  désignerons  d'une  manière  g('-n(''rale,  dans  la  suile,  ces  écpialions 
sous  le  nom  d'équations  (E). 


II.    —    Sun    LES    CYCLES    LINÉAIRES    DES    SURFACES    ALGÉBRIQUES. 

4.  La  définition  des  cycles  linéaires  se  généralise  d'elle-même  quand 
on  passe  d'une  courbe  à  une  surface  algébrique.  Ap[)rofondissons  un 
peu  cette  notion  des  cycles  d'une  surface  algébrirpie. 

Joitrii.  (le  Mat/i.  {\'  série),  lome  V.  —  l''asc.  II,  iSSg.  ~J 


I~()  K.     PICARD. 

lùaiiL  domiL-c  une  rolalion  alyvljri(|ue 

cnlre  trois  variables  complexes  r,  y,  z,  un  cycle  linéaire  de  cette  re- 
lation ou  de  cette  surface  algébrique  se  définira  de  la  manière  suivante. 
Un  cycle  linéaire  sera  une  suite  continue  fermée  à  une  dimension 
de  valeurs  {x^y,  ^);  deux  cycles  sont  à  considérer  comme  identiques, 
(juand  on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par  une  déformation  continue. 
SI,  dans  l'équation  f{x,  y,  :•)  =  o,  on  laisse  y  constant,  les  cycles 
de  la  courjjc  algébrique  entre  x  cl  -  sont  des  cycles  pour  notre  surface, 
et  réciproquement  tout  cycle  de  la  surface  peut,  pai-  une  déformation 
conlinue,  être  regardé  comme  une  somme  de  cycles  correspondant  à 
ces  courjjes.  Soit  en  elTet  conçu  un  cycle  quelconque,  et  posons 

X  =  x'  +  /.r",         y  ^y'  +  i y"  ; 

nous  pourrons  d'abord,  par  une  déformation  conlinue,  ramener  le  cycle 
à  élrc  contenu  d;uis  un  espace 

y"  =  const.  ;    . 

puis  alors,  dans  l'espace  à  trois  dimensions  (a"',  x'\  y'),  ramener  le 
cycl(^  dans  ini  plan  y'  =  const.  Ceci  suppose  seulement  qu'il  n'y  ait  pas 
de  lignes  de  singidarité  correspondant  à  j- ==  const.,  ce  qu'on  peut 
toujours  éviter  par  une  transformation  préalable  de  coordonnées. 

o.  Les  cycles  de  la  surface  se  partageront  donc  tout  d'abord  en  un 
certain  nombre  //  de  cycles  distinels  comme  ceux  de  la  courbe 
/'(j",  >',  r)  =  o.  Mais  nous  avons  maintenant  à  considérer,  parmi  les 
cycles  distincts  de  la  courbe  précédente,  ceux  qui  sont  susceptibles  de 
devenir  infiniment  petits. 

(  lonsitlérons  un  point  singuli(M'  A  de  l'équation  (  I']),  et  soient  .r  =  a. 
z  =  ç  les  valeurs  correspondantes  de  ./;  et  z.  (^uand  )'  est  voisin  de  h, 
ini  ccrlain  nondjrede  cycles  de  la  coui'be yjieincnl  dcAcMiir  infiniment 
petits.  .\(lmeltons,  pour  un  moment,  que  nous  ayons  d(''terminé, 
parmi  ces  cycles,  ceux  qui,  relaiLKenienl  à  la  surface  algébrique, 
é(piivalenl  à  un  cycle  nul,  c'est-à-dire  se  ramènent  à  un  cycle  réduit  à 
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un  point  quand  {x,y^  z)  reste  dans  le  voisinage  de  (a,  l>,  c).  Je  dé- 
signe ces  cycles  par 

(  1;         1^'        ■  •  •  '         la 

et  nous  opérerons  de  même  pour  tous  les  points  singuliers. 

Ces  cycles  y  sont  bien  des  cycles  distincts  pour  la  courhe  algél)ri([ii(' 
/entre  x  et  z,  quand  on  donne  à  y  une  valeur  fixe  ;  mais,  relative- 
ment à  la  surface  algébrique /(ar,  y,  z)  =  o,  ils  ne  doivent  pas  être 
considérés  comme  des  cycles.  Nous  aurons  donc  à  chercher  combien, 
parmi  l'ensemble  des  cycles  y,  correspondant  à  tous  les  points  singu- 
liers, il  y  en  a  de  distincts  relativement  à  la  courbe  /  se  déformant 
avec  j^;  si  n'  désigne  ce  nombre,  le  nombre  des  cycles  réellement  dis- 
tincts et  différents  de  zéro  de  la  surface  f{x,  y^  z)  =^  o  sera 

n"  =  n  —  n'. 

La  recherche  du  nombre  n  se  fera,  sans  difficulté  théorique  tout  au 
moins,  au  moyen  des  équations  linéaires  (E);  nous  n'avons  pas  à  nous 
arrêter  sur  ce  point.  Mais  nous  avons  rencontré  une  cpieslion  préa- 
lal)le,  à  savoir  l'étude  des  cycles  infiniment  petits  de  la  surface  dans  le 
voisinage  d'un  point  (ca,  />,  c),  dont  il  nous  faut  parler  main  tenant. 

Un  cas  très  simple,  et  (pii  d'ailleurs  se  présentera  toujours,  est  celui 
où  (a,  b^  c)  serait  un  point  simple  de  la  surface,  pour  lequel  on  aura, 
par  conséquent, 

/,.(/'>  l^,  c)  =  o,         /A«î  ''')  ^)  =  O)  "l'^is     /*(«)  ''^  c)=^o. 

Pour  y  voisin  de  b,  on  a  deux  points  singuliers  de  la  courbe 
/(x,  y,  z)  =  n  qui  tendent  à  se  confondre  en  x  ^  a.  On  a  là  un  cych; 
infiniment  petit  pour  cette  courbe;  pour  la  surface  _/  ce  cycle  est  un 
cycle  Y,  c'est-à-dire  cju'il  se  ramène  à  un  cycle  point.  La  chose  est  évi- 
dente, puisque  le  point  (a,  b,  c)  est  un  point  simple  de  la  surface. 

Passons  à  un  cas  plus  complexe,  et  supposons  que  (a,  />,  c)  soit  un 
point  multiple  isolé  de  la  surface.  La  question  cjue  nous  voulons  traiter 
serait  évidemment  résolue,  si  nous  connaissions  les  cycles  infiniment 
petits  de  la  surface  autour  du  point  (a,  b,  c),  cycles  distincts  et  ne  se 
réduisant  pas  à  un  cycle  nul.  Peut-être  ce  simple  énoncé  paraitra-t-ii 
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singulier;  mais  il  ne  faul  pas  perdre  de  vue  que,  dans  la  llit-orie  ac- 
luelle,  un  cycle  infinimenl  petit  peut  être  bien  différent  d'un  cycle  se 
réduisant  à  un  ]ioint.  Snp|)Osnns,  par  exemple,  une  surface  ayant  un 
point  multiple  d"ordr(>  q^  et  soit,  en  faisant  a  ^b  =^  c  ^  o, 

ré(piation  du  cône  des  tangentes  en  ce  point  multiple.  En  écartant  dos 
circonstances  exceptionnelles,  tout  cycle  infiniment  petit  de  la  surface 
autour  de  Torigine  se  ramènera  à  la  limite,  si  on  le  fait  se  rapprocher 
indéfiniment  de  ce  point,  à  un  cycle  relatif  à  la  courbe  algébricjuc,  rc- 
])résentée  en  coordonnées  homogènes  par  Féquation 

9{-''0'^  :;)=  o. 

Le  uomluc  des  cycles  infiniment  petits  distincts  sera  donc  ici  égala 
2/>,  en  désignant  par  p  le  genre  de  cette  courbe. 

Dans  tous  les  cas,  on  peut  employer  des  considérations  analogues  ; 
car  nous  n'avons  qu'à  faire  usage  d(i  considérations  analogues  à  celles 
([uViiqtldli'  M.  Nœthcr  cjuand  il  vent  étudier  une  intégrale  de  première 
espèce  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  (Matli.  Aimalcii, 
t.  XXIX,  p.  3G2  ).  A  un  tel  point  le  savant  auteur  fait  dans  tous  les 
cas  correspondre  une  certaine  courbe  S,  et  le  genre  de  cette  courbe 
iKjus  donnera  1(>  nondtre  des  cycles  infiniment  petits  distincts  ne  se  ré- 
duisant pas  à  un  point.  Si  la  surface  a  des  lignes  multi[)les  [«jue  nous 
pouvons,  par  une  transformation  préalable,  supposer  des  lignes  nudti- 
plcs  ordinaires  (j(eivo/i./i/iche  )\,  nous  aurons  à  examiner  le  cas  où 
(a,  h,  c)  est  sur  une  ligne  multiple.  Clet  examen  est  facile,  car,  par  un 
simple  changement  préalable  d'axes  de  coordonnées,  on  peut  admettre 
(pie  le  point  (a,  b,  c)  à  étudier  est  un  point  pour  le([uel  les  plans  tan- 
gents aux  dillérentcs  nappes  de  la  surface  sont  distincts,  et  nous 
sommes  ramenés  alors  au  cas  du  point  simple  ('  ). 


(')  Tli('oi'i((ueiiient,  tnulc  celte  discussion  se  liome,  pour  ainsi  dire,  siijipri- 
luée,  si  lim  s'appuie  sur  la  remarque  faite  jKir  M.  iNœlher,  ([ue  loule  surface 
correspond  poiiil  par  pointa  une  surface  n'ayant  que  des  lignes  doubles  avec  des 
points  triples  à  tangentes  distinctes. 
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a.  Qu'arrivc-l-il,  craprôs  ce  qui  précède,  quand  la  surface  esl  la  plus 
j>^énérale  de  son  dci^ré.  On  a  vu  que  dans  ce  cas  les  cycles  de  la  couche  /' 
entre  x  et  :  se  réduisent  à  un  seul;  on  peut  d'ailleurs  sup[)()scr  (pie  ce 
cycle  est  un  cycle  infiniment  petit  dans  le  voisinage  d'un  point  sini|)li', 
c'est-à-dire  un  cycle  nul.  Donc,  dans  cC'Cas,  il  n'j-  a  pa.s  de  ryclc 
/i/iraire  ejfec/i/pouf  la  siwface. 

Il  n'est  pas  difficile  d'indicpier  des  surfaces  particulières,  pour  Ics- 
(pielles  le  nombre  des  cycles  distincts  ne  sera  pas  nul.  Ainsi,  si   xnwi 
surface  a  une  intégrale  de  première  espèce,  il  est  manifeste  (pir   le 
uoudtre  de  ces  cycles  est  au  moins  égal  à  deux. 

Prenons,  en  ])articulicr,  une  surface  dont  les  coordonnées  s'ex|)ri- 
ment  par  des  fondions  uniformes  (juadruplement  périodi(pies  de  deux 
païamètrcs  u  et  r,  de  telle  manière  qu'à  un  point  arbitraire  de  la  sur- 
face ne  corresponde  qu'un  seul  système  de  valeurs  de  u  et  p,  abstrac- 
tion faite  de  multiples  des  périodes.  Ilne  telle  surface  aura  /'videmmiMil 
quatre  cycles  distincts. 

Soit  encore  une  surface  de  la  nalure  de  celles  (pii  ont  été  (''lu(li('Ts 
au  premier  Chapitre,  c'est-à-dire  ])Our  lesquelles  ou  a 

./;  =  R(a,  (3,  a',  ,^'  ),        y  =  U,  (a,  ?,  a,  p'  ),         r  =  \\,(y.,  [3,  a',  p'  ), 

lesR  étant  rationnelles  en  a,  p  et  (a',  p')avec  '^(a,  [3)  =  o,  ']>(a',  ^')-=  o, 
et  telles  qu'à  un  p(jint  {-c^y,  z)  corresponde  un  seul  système  de  valeurs 
de  (a,  [3)  et  (a',  '^').  Si  la  courbe  ç  est  de  genre  p,  la  courbe  •];  de 
genre  p' ,  le  nombre  des  cycles  linc'-airi's  distincts  de  la  surface  sera  égal 
à  -ip  -f-  ip'. 

7.  Cette  notion  du  nombre  des  cycles  distincts  se  ramène  à  nue 
(piestion  de  (léométrie  de  situation  (aiialysis  si/us,  comuie  disait 
lUemann);  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  montrer  et  de  diverses  manières. 

Mais  auparavant  il  est  indispensable  de  rappeler  rapidenuMit  la  d(''ii- 
uitiou  des  divers  ordres  de  couuexiU'  dans  la  (i(''<)ui(!'lrie  à  /t  dimen- 
sions. 

INous  considérons  un  continuum  fermé  o  à  //  dimensions,  par 
exemple,  pour  fixer  les  idées,  une  surface  fermée  à  //  dimensions  dans 
un  cspac(î  à  //  -l-  i  diiinMisions. 

Un  ou  plusieurs  es[)aces  fermés  à  m  dimensions  conslilueroril    le 
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contour  d'un  espace  k(m  -+-  i) dimensions,  contenu  dans  o,  quand,  par 
ces  espaces  à  ni  dimensions,  on  pourra  faire  passer  un  espace  ferme  à 
(m  -+-  i)  dimensions,  dont  ils  limiteront  une  partie.  Ceci  posé,  si  ion 
peut  imaginer  dans  o  un  nombre  p,„  d'espaces  fermés  à  m  dimensions, 
(pii  ne  puissent  pas  constituer  le  contour  d'un  espace  fermé  à  m  ■+-  i 
dimensions  contenu  dans  §,  mais  tels  que  tout  autre  espace  fermé  à  m 
dimensions  puisse  constituer  avec  une  partie  d'entre  eux  ou  avec  tous 
»ie  contour  d'un  espace  ferme  à  (m -h  i)  dimensions  contenu  dans  o, 
0/1  dit  que  le  domaine  o  a  une  connexion  de  m'"""  espèce  p,„-+-  i . 

Pour  un  domaine  fermé  o,  les  différents  nombres  /?,„,  pour  les 
diverses  valeurs  de  m,  s'associent  deux  à  deux,  et  l'on  démontre  que 

Pm         Pn—tn* 

Si  donc  il  s'agit,  comme  dans  ce  qui  suit,  d'un  espace  fermé  à  quatre 
dimensions,  on  aura  à  considérer  les  deux  nombres /*,  et  p.,  correspon- 
dant aux  conncxités  de  première  et  de  seconde  espèce. 

Ces  notions  générales  rappelées,  revenons  à  l'équation 

/(x-,7,  ;)  =  o. 
Posons  • 

>■  =  •];(«,  (■); 

o  et  '\i  étant,  par  exemple,  des  fonctions  byperfuchsicnnes  de  u  et  c, 
ayant  uu  certain  polyèdre  fondamental,  et  telles  qu'à  une  valeur  arbi- 
traire de  r  et  }-ne  corresponde  dans  ce  polyèdre  qu'un  seul  système  de 
valeuis  de  u  et  r. 

La  fonction  r  ne  sera  pas  une  fonction  uniforme  de  u  et  de  r;  elle 
aura  m  valeurs  pour  cliaque  valeur  de  u  et  r.  Mais  nous  pouvons  ima- 
giner que  le  polyèdre  se  recouvre  lui-même  m  fois,  de  telle  sorte  que 
nous  aurons  un  nouveau  domaine,  que  je  désigne  par  D,  et  tel  (pi'à 
chaque  jDoint  de  ce  domaine  ne  corresponde  qu'un  système  (■<■,>',  •^)- 
Ce  domaine  D  peut  encore  être  considéré  comme  un  certain /)o/)'t7//(,'; 
il  est  limité  par  àcs  faces  qui  se  correspondent  deux  à  deux,  et  sur 
deux  faces  correspondantes  les  points  se  correspondent  deux  à  deux. 
En  considérant  alors  comme  confondus  les  points  homologues  de  deux 
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faces  correspondantes,  on.  peut  envisager  le  polyèdre  D  comme  un 
domaine  fermé  et  lui  appliquer  les  notions  précédentes  relatives  à  la 
connexitc.  Nous  aurons  donclcs  deux  membres  />,  et  p.,  relatifs  à  D  el 
c'est  le  premier  qui  nous  intéresse  en  ce  moment. 

Reprenons  maintenant  les  n"  cycles  distincts  étudiés  au  paragraphe 
précédent;  à  chacun  de  ces  cycles  correspondra  dans  D,  envisagé 
comme  un  domaine  fermé,  une  courbe  fermée,  cl  par  ces  courbes 
fermées  on  ne  pourra  pas  faire  passer  un  espace  fermé  à  deux  dimensions 
dont  elles  limiteront  une  partie;  car,  s'il  en  était  ainsi,  ces  courbes  fer- 
mées et,  par  suite,  les  cycles  se  ramèneraient  à  un  moindre  nombre, 
c'est-à-dire  cju'ils  ne  seraient  pas  distincts.  Réciprocjuement,  consi- 
dérons une  autre  courbe  fermée  F  quelconque  dans  le  domaine  D;  elle 
pourra  être  considérée  comme  limitant,  avec  les  courbes  fermées  précé- 
dentes, une  portion  d'un  espace  fermé  à  deux  dimensions.  En  elTet,  à  la 
courbe  F  correspond  un  certain  cycle  F'  (pie  l'on  peut  ramener  par  une 
déformation  à  l'espace  à  deux  dimensionsj'  =  const.,  sur  lacpielli^  sont 
tracés  les  n"  cycles  distincts;  mais  F'  limite  avec  les  n"  cycles  ou  une 
partie  d'entre  eux  une  certaine  poition  de  surface;  en  remontant  au 
domaine  1),  noli'c  assertion  est  doue  justifiée. 

//  en  résulte  que  le  nombre  des  cycles  distincts  est  égal  an 
nombre  p^  relatif  au  domaine  T). 

Ainsi  se  trouve  rattachée  à  une  notion  de  géométrie  de  silualiou 
cette  question  du  nombre  des  cycles  distincts. 

Notre  attention  se  ti'ouve  en  uième  temps  portc'-e  sur  Ir  sectjud 
nombre  p.,,  relatif  à  la  connexité  de  deuxième  espèce  :  nous  v  revien- 
drons dans  un  autre  paragraphe. 

8.   La  manière  dont  nous  avons  fait  correspondre  la  surface 

/(•^,r,  --)  =  o 

à  un  certain  espace  fermé  à  ([uatre  dimensions  n'est  \wn  é\idemmenl 
pas  la  seule  façon  de  procéder.  On  peut,  par  exemple,  opérer  eucoie 
comme  il  suit.  La  relation 

/(x,j-,  ;)  =  o 

revient  à  deux  relations  entre  six  quantités  réelles,  ou  à  uuc  seule  rela- 
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lion  alL;rl)ii(|iic  rnin;'  ciiii|  (|u;mtil(''s  réellos.  On  ppul  sui'  ces  fiiuj 
(|iiiiiilil(!'s  opérer  une  Uaiisforiiialion  ralionncllc  rôvcrsililo,  de  Iclle 
sorl(^  (\v\o,  x,,  .1;,,  .  .  .,  .z':,  désignant  les  cinq  nonvellcs  variables, 
celles-ci  roslcnl  toujours  finies,  et  que,  par  suite,  la  relation  algébrique 

eon'cspoudantc 

^(./•,,  .r,,  ...,  .r.,)  =  o 

repr(''seute,  dans  un  espace  à  cin(|  dimensions,  une  surface  fermée  à 
(jualrc  diuiensions. 

(]es  rejirésentalions  sont  excellenles  pour  fixer  nos  conceptions; 
mais,  an  point  de  vue  })ralitpu\  nous  sommes  sur  un  terrain  plus  so- 
lide (|uand  nous  rallaeiions  celle  tbéorie,  comme  nous  l'avons  essayé, 
à  une  (juestion  de  réduclibilité  d'une  équation  différentielle  linéaire. 

111.    —     l*il01'0SIT10NS   GKNKU\LES    SUR    LES    I>TÉGRALES    DE    SECONDE 
ET    TROISIÈME    ESPÈCE. 

\).  lNous  allons  pouvoir  compléter  maintenant  notre  étude  sur  les 
intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce.  La  surface  de  Riemann 
entre  x  et  z 

/(x,y,:)  =  o 

a  joiu''  un  rùle  inqiortani  dans  la  discussion  de  ces  intégrales.  A  laide 
(Its  iiolions  que  nous  venons  d'accjuérir  sur  la  transformation  des  cycles 
de  cette  surface,  clierchons  à  nous  rendre  compte  à  cjuellcs  conditions 
une  surface  algéiuique  peut  avoir  une  intégrale  de  seconde  espèce. 
Kepreiions,  à  cet  effet,  la  maiche  suivie  dans  le  premier  Chapitre.  On 
jiarl  de  -2/)  intégrales  de  seconde  espèce  de  la  courbe  entre  x  et  :,  /=  o. 
Soicnl 

J — /i — '  J — Â — '  ■■■'  J — Z — ' 

nous  avons  cherché  si  Ton  pouvait  déterminera,,  a.,,  . . .,  «o^rationnel- 
l<-menl  en  )',  de  telle  sorte  que  les  p('M-iodes  de 
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no  dépendissent  pas  de  j'.  Or  les  périodes  se  partagent  en  q  catégories; 
prenons  l'une  de  ces  catégories,  et  soient 


(i)  w;,     w; 


OJ 


^r  déterminations,  correspondant  à  la  même  valeur  de  ^-,  et  linéaii 
ment  indépendantes  de  la  période  wj  ;  pareillement 


pour  les  autres  intégrales.  On 

aura 

,  o,  w]  +  r/jco^ 

;  +  .. 

■  +  f'.'pwô^  =  a» 

(j,^                          a,co;  +  «,a.: 

;       +      .. 

.  +  a.pLM-.^^  =  a, 

'  «1  co^  +«.to^  +  .  . 

.  +  (^/,;,w^^  =  a, 

a  étant  une  constante.  Fraisons  décrire  maintenant  à^'un  chemin  arbi- 
traire, revenant  au  point  de  départ:  on  aura  pour  la  suite  (i)  et  cha- 
cune des  suites  (2)  une  même  transformation  linéaire,  soit 

///,  co|  -I-  w.co'-;  +  . . .  -I-  jn,jL<}'[,      /i,  oj|  -f-  //oto^  -h  ...  -1-  //,,co'^ 

Donc  les  relations  (E)  deviendront 

a(  //? ,  -I-  ///o  -I-  . . .  -h  m^  )  —  a, 

a(_'// 1   -I-  //.  -H  . . .  +  n,j  )  —  a, 

j 

a(/,    +  /o  -+-...  +  /,/    )=  a. 

Si  donc  la  période  a  n'est  pas  nulle,  on  aura 

(  //< I  -(-//?.  H-  ...  -I-  in^  =  [ , 


(C) 


/,    -^  t..   +  ...  +  /^   =1. 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  V.  —  Fasc.  II,  1S89.  '~{ 
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Toutos  les  suhstilutioiis  du  groupe  devroul  doue  satisfaire  à  ces  re- 
lalious. 

Ainsi  nous  trouvons  une  série  de  nouvelles  condilions  relalive- 
luenl  aux  groupes  de  chacune  des  équations  linéaires  que  vérifient  les 
périodes.  Si  d'ailleurs  ces  groupes  satisfont  tous  à  ces  conditions,  on 

voit  ([ue  les  --  é(jualions  analogues  à  (  E),  eu  nicltaut  dans  les  seconds 

ini'udjres,  pour  cliacpie  système,  une  constante  arliilraire,  nous  don- 
neront pour 

rt,,      «,,      ...,      a.,p 

d(^s  fonctions  ayant  une  seule  détermination,  et,  par  suite,  puisqu'il 
u"y  a  dans  toute  cette  question  que  des  équations  linéaires  à  intégrales 
l'é'gulières,  les  a  seront  des  fonctions  rationnelles  de  y.  Nous  faisons 
(loue  ainsi,  sous  une  autre  forme,  la  recherche  des  conditions  pour  que 
les  a  puissent  être  déterminées  en  fonctions  rationnelles  dej^',  et  nous 
vovous  ([ne  le  nombre  des  constantes  arbitraires  figurant  dans  ces 
fractions  rationnelles  sera  égal  au  nombre  des  cycles  distincts,  pour 
lesquels  le  groupe  correspondant  satisfera  aux  conditions  indiquées  jiar 
les  éipialions  (Cj.  » 

Ce  n(iml)re  représentera  en  même  temps  le  nombre  des  périodes  des 
intégrales  correspondantes;  or  il  a  été  vu  que  ces  intégrales  sont  de 
seconde  espèce.  Xous  pouvons  doue  énoncer  le  thi'orème  suivant  : 

Le  nombre  tics  i/t/rgiri/rs  dis/inc/es  de  seconde  espèce  est  égal  au 
nombre  de  leurs  périodes. 

On  se  rap[)elle  ce  rpie  nous  avons  dit  précédemment  sur  ce  (pron 
doit  entendre  par  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce  :  ce  sont  îles 
intégrales  dont  aucune  combinaison  linéaire  ne  se  réduit  à  zéro  on  à 
une  fonction  rationnelle  de  x,  y  et  z. 

î).  Nous  pouvons  maintenant  compléter  ce  que  nous  avons  à  dire  sur 
les  intégrales  de  troisième  espèce.  Nous  avons  établi  qu'en  général  ces 
intégrales  n'avaient  d'autres  périodes  que  les  périodes  polaires  ;  le  pro- 
blème qui  se  présent*'  naturellement  est  donc  le  suivant  :  rechercher 
s'il  y  a  des  intégrales  de  troisième  espèce  possédant  des  périodes  autres 
que  les  périodes  polaires. 


Supposons  donc  qii  il  y  ail  um-  iiilcgtale  de  Iruisirmi'  espèce, 

fPdx  +  qdy, 

possédant  un  certain  nombre  de  périodes  autres  que  les  périodes  jio- 
laires.  Considérons  rinlén-ralc 

(I)  j'rdx 

relative  à 

/(x,y,z)=o, 

où,  comme  dans  tout  ce  qui  a  précédé,  y  figure  comme  paramètre. 
Cette  intégrale  possède  un  certain  nombre  de  |)ériod(^s  polaires  el  es- 
cliques.  J'envisage  les  périodes  cycliques;  en  faisant  varier  >-,  les 
cycles  se  déformeront,  pouvant  d'ailleurs  traverser  des  points  singu- 
liers logarithmiques,  qui  donneront  des  périodes  polaires.  Supposons, 
comme  plus  haut,  que  le  cycle  considéré  corresponde  à  une  eei'taiiic 
écpiation  linéaire  (K)  de  notre  ihi'orie  générale,  et  soient  encore 


<-< 


les  q  cycles  fondamentaux  correspondant  à  cette  équation  linéaire.  Imi 
désignant  par  les  mêmes  lettres  les  valeurs  de  l'intégrale  (I)  le  long  <!(^ 
ces  cvcles,  nous  aurons  évidemment 


w, 


oj';=a. 


a  désignant  une  certaine  constante,  puisque  ces  périodes  ne  dépendent 
[)as  de  >'.  Faisons  maintenant  décrire  à  y  un  chemin  arbitraire  revi;- 
nant  au  point  de  (h'-part,  les  cycles  se  sont  transformés;  mais  ici  les 
premiers  membres  ne  se  transforment  pas  seulemenl,  comme  dans  le 


1  86  É.     PICA.RD. 

cas  des  intégrales  de  seconde  espèce,  en 


rn^  coj  +  in.,Li)\  +  . , 

•  ■  +  w^w^, 

//,  coj  +  ri...  oj'i -h  . 

. .  +  «,  w^, 

car  il  ]>cnl  s'ajoulcr  des  périodes  jjolaires  provenantdes  pôles  de  Pcpii 
onl  ])ii  être  traversés  par  les  cycles  pendant  leur  déformation. 

Nous  aurons  donc,  en  désignant  j)ar  II   les  périodes  polaires,  •  et 
par  X,  [j.,  T,  . . .  des  entiers, 

(m,  +  m,,  +  . . .  +  m,j)  a  +  I  aII  =  a, 
(  // ,   -+-  //j  +...-(-//,,)  a  -I-  1  a  II  =  a, 


(/,    +^2    4-...  +  /,,   )a  +  lTlI  =  a. 

Mais  nous  supposons  cjue  a  est  une  période  distincte  des  périodes 
polaires  II  ;  par  conséquent,  il  faudra  que 

/n ,  -I-  m^  +  . . .  H-  /??y  =  I , 

/<!     -h  II.,    -H  .  .  .  +  //.y    =  I, 


/,   +  /.  + . . .  +  /^  =  I 


Nous  allons  déduire  de  là  un  résultat  intéressant. 

Si  les  substitutions  correspondant  à  la  transformation  des  cycles  se 
rai  tachant  à  une  même  équation  linéaire  (E)  ne  satisfont  pas  aux  rela- 
lioiis  précédentes,  la  période  cyclique  donnée  par  ces  cycles  se  réduit 
à  des  périod(^s  polaires  (ou  elle  est  nulle,  ce  qui  revient  au  même).  T>es 
éfpiations  (  1^]  )  poui'  lesquelles  ces  relations  sont  vérifiées  peuvent  donc 
seules  donner  des  périodes  cycliques  qui  soient  distinctes  des  périodes 
polaires;  mais  il  existe  alors  des  intégrales  de  seconde  espèce,  puisque 
les  l'elalions  dont  nous  parlons  exprimenl  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  Texistence  des  intégrales   de   seconde   espèce,  et  le 
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nombre  des  périodes  de  notre  intégrale  de  troisième  espèce,  distinctes 
des  périodes  polaires,  sera  précisément  égal  au  nombre  des  intégrales 
distinctes  de  seconde  espèce. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Il  n'y  a  cV  intégrales  de  troisième  espèce  avec  des  périodes  autres 
que  les  périodes  polaires  que  da/is  le  cas  oii  il  y  a  des  intégrales  de 
seconde  espèce,  et  alors  le  nombre  des  périodes  autres  que  les  pé- 
riodes polaires  pour  une  intégrale  arbitraire  de  troisième  espèce  est 
égal  au  nombre  des  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce. 

Ainsi  se  trouve  rattachée,  par  cette  proposition,  la  lb(''orie  des  inté- 
grales de  troisième  espèce  à  celle  des  intégrales  de  seconde  espèce. 

10.  Nous  avons  jusqu'ici  toujours  entendu  par  inlégrales  de  seconde 
espèce  ces  intégrales  telles  qu'elles  ont  été  définies  au  début  du  pre- 
mier Chapitre  de  ce  Mémoire.  On  a  supposé  dans  cette  définit  Ion  (pic 
l'intégrale  ne  devenait  pas  infinie  en  certains  points  isolés;  il  y  a  là  une 
lacune  qu'il  est  nécessaire  de  combler. 

Il  est  bien  évident  d'abord  qu'une  intégrale  de  dilTérentielIc  totale 
ne  peut  pas  devenir  infinie,  en  un  point  simple  de  la  surface,  (pii 
ne  soit  pas  sur  une  de  ces  courbes  que  nous  avons  appelées  loga- 
ritlimiques. 

Line  intégrale  pourrait-elle  devenir  infinie  en  certains  {loinls  isolés 
d'une  courbe  multiple  de  la  surface,  tout  en  restant  finie  pour  tout 
autre  point  de  1,  et  en  supposant  de  plus,  bien  entendu,  que  ces  points 
isolés  ne  se  trouvent  pas  à  l'intersection  de  la  courbe  Z  et  d'une  courbe 
logarithmique?  Il  est  aisé  devoir  que  la  chose  est  impossible,  en  se  re- 
portant à  un  théorème  que  j'ai  donné  dans  le  cas  particulier  des  courbes 
doubles  et  qui  a  été  démontré  dans  toute  sa  généralité  par  M.  Najther 
(Mémoire  déjà  cité  sur  les  difierenlielles  totales.  Math.  Annalcn, 
t.  XXIX,  p.  3G3).  L'intégrale  étant  mise  sous  la  forme 


/ 


A  dy  —  B  dx  ^  , 


restera  finie  le  long  d'une  courbe  H  de  F  (quand  N  ne  s'annule  pas), 
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si  les  polynômes  B  et  A  sont  des  polynômes  adjoints  à  F  [adjungirt) 
le  long  de  2.  Or  ici,  puisque  Tintégrale  reste,  par  hypothèse,  finie  pour 
tout  point  de  2,  à  Texceplion  des  points  isolés  supposés,  A  et  B  sont 
nécessairement  des  polynômes  adjoints  à  F  le  long  de  ^  ;  l'intégrale 
restera  donc  finii'  pour  tout  point  de  1  qui  n'est  pas  sur  une  courbe 
logarithmique. 

Nous  n'avons  donc  à  nous  préoccuper  que  des  points  multiples 
isol/'s  de  la  surface.  Deux  cas,  a  priori,  peuvent  se  présenter.  En  un 
h'I  point  A  l'intégrale  peut  devenir  infinie,  quand  (a;, y,  s)  se  rap- 
in'oche  de  A  dans  une  direction  arbitraire,  ou  bien  elle  ne  deviendra 
infinie  que  pour  certaines  directions  spéciales. 

l">\aminons  d'abord  le  premier  cas.  Nous  transformerons  la  surface 
par  une  transformation  rationnelle  admettant  A  comme  point  fonda- 
luiMilal;  à  ce  point  correspondrai  dans  la  surface  transformée  une  cer- 
taine courbe  multiple  le  long  de  laquelle  l'intégrale  sera  infinie.  Nous 
nous  trouvons  alors  ramené  au  cas  envisagé  dans  notre  définition  pri- 
juitivc,  qui  se  trouve  ainsi  complétée. 

Passons  à  la  seconde  hypothèse.  Nous  emploierons  la  même  trans- 
formation rationnelle,  et  nous  aurons  une  courbe  multiple,  en  certains 
|)oinls  seulement  de  laquelle  l'intégrale  transformée  deviendra  infinie. 
(]eci,  nous  venons  de  le  voir,  est  impossible,  à  moins  qu'une  courbi^ 
logarithmique  ne  rencontre  la  ligne  multiple,  et  il  y  aura,  par  suite, 
des  courbes  logarithmiques  passant  par  le  point  multiple  isolé  A.  Pour 
chacune  de  ces  courbes  logarithmiques,  la  période  polaire  corres- 
pondante devra  être  nulle,  si  l'intégrale  envisagée  est  de  seconde 
espèce. 

La  di'finition  des  intégrales  de  seconde  espèce  se  trouve  ainsi  com- 
plétée. Mais  une  question  se  présente  maintenant  tout  de  suite.  Les 
théorèmes  établis  aux  paragraphes  précédents  subsistent-ils  sans  modi- 
licatious?  La  réponse  est  affiiinative. 

Prenons,  par  exemple,  celui  ([ui  concerne  les  intégrales  de  seconde 
espèce.  Nous  avons  trouvé  une  intégrale  renfermant  un  certain  nombre 
de  constantes  arbitraires  a,  ces  constantes  représentant  précisément 
les  périodes  de  Fintégrale. 

S'il  y  a  im  point  multiple  isolé,  il  [)ourrait  amener,  après  la  trans- 
formation,  certaines  périodes   polaires.    Les   périodes    de   l'intégrale 
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transformée  sont  toujours  les  quanlilés  a  ;  une  période  provciiaMl  (l'iiin' 
courbe  logarithinicjue  sera  une  somme  de  multiples  des  a.  Par  suite, 
les  relations  supplémentaires,  qui  doivent  e\prim<>r  que  notre  inlé^rale 
est  de  seconde  es[)èce,  sont  de  la  forme 


'Lma  =  o. 


les  m  étant  des  entiers.  Le  nombre  des  constantes  arbitraires  se  Irouve 
donc  diminué  absolument  de  la  même  manière  que  le  ncjuibre  des 
périodes  (les  m  étant  des  entiers).  Le  tliéorème  subsiste  donc  com- 
plètement. 

Sur  les  cycles  à  deux  dimensions  dans  les  surfaces  algéhi-iqucs. 

11.  Nous  avons  dans  la  deuxième  Section  de  ce  Cliapitre  considéié 
un  certain  domaine  D  auquel  nous  avons  fait  correspondre  uniformé- 
ment les  points  de  la  surface.  Ce  domaine  D  est  un  domaine  fermé,  et 
nous  avons  étudié  avec  quelques  détails  le  nombre  yj,  relatif  à  la  con- 
nexité  du  premier  ordre,  et  démontré  notamment  ce  résnllal,  au  |ire- 
mier  abord  singulier,  que  le  nombre /?,  est  en  général  égal  à  zéro,  (^iie 
pouvons-nous  dire  du  nombre  yjo  relatif  à  la  connexité  du  second  ordre? 
Quoique  nous  n'ayons  pas  fait  Tétude  bien  complète  de  cette  question 
difficile,  les  considérations  qui  vont  suivre  permettront  tout  au  moins 
d'entrer  quelque  peu  dans  le  sujet. 

Les  domaines  fermés  à  deux  dimensions,  contenus  dans  U  et  servanl 
à  la  déliuilion  de  p.,  (en  supposant  cjue  p.,  ne  soit  pas  nul),  nous  con- 
duisent à  la  notion  des  surfaces  cycliques  ou  cycles  à  deux  cliwrn- 
sions  d'une  surface  algébrique.  Une  surface  cyclique  peut  èlre  dc-linic 
un  conlinuum  fermé  à  deux  dimensions,  tel  que  toute  courbe  fernn'-e 
à  une  dimension  tracée  sur  lui  soit  un  cycle  linéaire  de  la  surfac(.'. 

iNous  pouvons  concevoir  de  la  manière  suivante  la  généi'ation  d'une 
surface  cyclicjue.  Soit  sur  cette  surface  un  cycle  linéaire  correspoudaiil 
à  une  certaine  valeur  constante  de  y(j-^j|,);  faisons  maintenant 
varier  j'  de  telle  façon  qu'à  cette  suite  continue  de  valeurs  dey  corres- 
ponde une  succession  continue  de  cycles  linéaires  sur  la  surface 
cyclique.    Revenons  enfin  au  point  de  dépari    \  „,  après  avoir   ainsi 
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(Ii'ciil.  louLc  la  surface  cyclique  avec  le  cycle  linéaire  mobile;  quand 
)•  reviendra  l'u  v„,  nous  reviendrons  au  cycle  linéaire  primitif.  On  voit 
sous  ce  tu.'  forme  que  la  question  des  cycles  à  deux  dimensions  est  inti- 
UKnuent  li(''e  à  celle  de  la  transformation  des  cycles  linéaires  en  eux- 
mêmes. 

Or  nous  avons  étudié  la   transformation  des  cycles  de  la  relation 
crilrc  ,r  et  z 

/(•^O'^  -;  =  o, 


(|uand  on  fait  varier  y  à  Taide  dune  certaine  écjuation  difiérentielle 
linéaiie  E;  nous  allons  encore  avoir  à  en  faire  usage. 
Soient  de  nouveau  l'intégrale  de  seconde  espèce 

Q(y,  ■r,  z)  dx 


f- 


A 


déjà  plusieurs  fois  considérée,  el  ré(|uation  (E)  correspondante. 

Désignons  par  w,,  oj^,  .  . . ,  co.^  un  système  de  périodes  normales,  et 
soient 


m.,  to, 


ni'  co„ 


/n:''Lo.,f„ 


//?;„co. 


'/''>2/>. 


les  ///  étant   des   entiers,  une  subslitulion  ipielconque  du  groupe  de 
ri'cpiation  (E).  Si  l^'quation  caractéristicpie  de  la  subslitulion  admet 


pdui'  racine  l'unité,  c'est-à-dire  si 


/» 


2/> 


m., 


"'■^P 


m:,  —  I 


'»', 


m: 


"^ 


il  y~aura  une  certaine  condjinaison  linéaire  à  coefficienls  entiers, 

M.coo-h  ...  -|-M.,^co.^, 


Ù  =  M,co, 
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c'est-à-diro  une  certaine  période  que  la  snhslilulion  considérée  ne 
transformera  pas.  A  cette  période  correspond  un  cycle  liuc'aire  cl  à  la 
subslilulion  linéaire  un  déplacement  du  cycle  correspondant  à  la  varia- 
tion dey  qui  donne  la  substitution;  de  c<'lle  manière  se  trouve  enijcu- 
drée  une  surface  cyclique. 

12.  La  première  question  qui  se  présente  est  de  savoir  s'il  v  a  en 
général  des  cycles  effectifs  à  deux  dimensions,  c'esl-à-dire  si  le 
nombre  p.,  a  en  général  une  valeur  différente  de  zéro.  Nous  allons 
montrer  que  ce  nonil)re  p.,  existe  en  général,  et  que  ces/  par  .suite 
dans  les  cycles  à  deux  dimensions  d'une  surface  cfu  il  faut  cher- 
cher la  généralisation  des  cycles  d'une  courbe  algébrique. 

Il  sera  utile  pour  notre  objet,  et  en  même  teiiq)s  intéressant  en  soi, 
de  considérer  simultanément,  avec  les  surfaces  cyclicpies,  les  intégrales 
doul)les  de  première  espèce 

attacliées  à  la  surface.  Comme  on  le  sait,  Q(.r,  >-,  z)  est  un  polvnônie 
adjoint  d'ordre  ///  —  4  de  la  surface /'de  degré  nt. 

Reportons-nous,  d'autre  |)art,  au  Mémoire  fondamental  de  M.  l'oin- 
caré  {Acta  niatheinatica,  <)),  où  se  trouve  développée  la  iiolidn  ca- 
pitale d'inlégrale  double  étendue  à  un  contour  fermé  à  deux  dimen- 
sions, et  démontré  ce  tbéorème  essentiel,  analogue  au  tliéorènu-  de 
Cauchy,  que  cette  intégrale  double  ne  varie  pas  quand  on  déforme  le 
contour  fermé,  sans  traverser  de  singularité  de  l'élément  de  Finté- 
grale. 

Considérons  donc  une  surface  cyclique  et  la  valeur  de  Finlégrale  (i) 
prise  sur  cette  surface  cyclique;  e\istera-t-il  certainement  des  surfaces 
cycliques  pour  lesquelles  la  valeur  de  cette  iutégiale  sera  différente  de 
zéro? 

La  surface  cyclique  t''tanl  supposée  engendrée  couinii;  il  a  éti-  dit  au 
paragraplie  précédent,  la  valeur  de  l'intégrale  sera 


j'ildy 


Journ.  de  A/at/i.  (4'  série),  tome  V.  —    Kasc.  II,  1889 
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i2  élant  la  période  qui  reprend  la  même  valeur  quandy  décrit  un  clie- 
inin  fermé  convenable,  et  l'intégrale  précédente  étant  prise  le  long  de 
ce  chemin.  On  peut  remarquer  de  suite  que,  si  le  chemin  décrit  par  j' 
ne  comprend  à  son  intérieur  qu'un  seul  point  singulier  'de  l'équation 
linéaire  (  1']),  l'intégrale  sera  nulle  ;  en  eiïet,  Cl  sera  dans  ce  cas  uniforme 
dans  les  environs  de  ce  point  singulier;  celui-ci  ne  pourra  être  un  pôle 
jjour  O,  car  alors  l'intégrale  double  ne  serait  pas  de  première  espèce, 
et  alors,  Ù  étant  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  d'intégration, 
l'intégrale  sera  nulle. 

Nous  voulons  montrer  (jue,  la  surface /étant  une  surface  arbitraire 
de  degré  m,  il  y  a  des  intégrales  du  type  précédent  (|ui  lie  sont  pas 
nulles. 

Tout  d'abord  la  chose  se  voit  de  suite  pour  certaines  surfaces  parli- 
cuhères.  Prenons,  par  exemple,  la  surface 

z^  =  (x  -  a,  )  . . .  (:r  -  a,,)  (  j  -  6,  ) . .  .  (  j  -  b^)  ; 

(ju  a  l'intégrale  double  de  première  espèce  ^ 

r  r  dx  dy 

JJ  -^' 

et,  en  désignant  par  w  une  période  de  l'intégrale 

f  ,  '-  , 

l)ar  oj'  un(^  période  de 


J  v/(,r-6,)...(j- 


wco'  représentera  manifestement  une  période  difTéiente  de  zéro  tie  l'in- 
tégrale double. 

(]ela  posé,  effectuons  une  transformation  homographique  quel- 
conque^ sur  la  surface  précédente  pour  que  les  axes  n'aient  plus  une  [lo- 
sition  spéciale  par  rapport  à  la  surface;  soit  alors 

/(•*',  7,  ^)  =  o 
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son  (''(luation  :  elle  sera  de  degré  m  =  a  -t-  p  et  n'aura  pas  de  lignes 
multiples. 

Concevons  alors  l'équation  linéaire,  que  nous  désignons  par  E,  rela- 
tive aux  cycles  de  la  relation  algébrique  entre  .x-  et  -,/=  o.  Parmi  les 
contours  fermés  dans  le  plan  delà  variable  y,  ramenant  le  même  cycle 
et  engendrant  par  suite  une  surface  cyclique,  il  y  en  aura  certainement 
pour  lesquels  l'intégrale 

[ùdy 

ne  sera  pas  nulle. 

Prenons  maintenant  une  surface  arbitraire  de  degré  m, 

et  concevons  l'équation  linéaire  (en  y)  correspondante  (E).  Le 
groupe  de  l'équation  E  est  un  sous-groupe  dans  le  groupe  de  l'éijua- 
lion  E',  car  on  peut  passer  de  l'équation  E'  à  l'équation  (E)  en  faisant 
varier  certains  coefficients  d'une  manière  continue,  et  les  points  singu- 
liers de  l'équation  (E)  sont  les  limites  des  points  singuliers  de  l'équa- 
tion E',  plusieurs  de  ceux-ci  pouvant  être  confondus  en  un  seul. 
D'autre  part,  on  peut  envisager  une  intégrale  double  de  première  es- 
pèce de  la  surface  F,  qui  se  transformera,  par  la  variation  continue 
des  mêmes  coefficients,  en  une  intégrale  double  de  première  espèce  de 
la  surface/.  Aune  certaine  substitution  linéaire  du  groupe  de  (E)  cor- 
respond une  intégrale  i2  de  cette  équation,  que  la  substitution  laisse 
invariable;  pareillenient  pour  l'équation  (E)  on  aura  une  intégrale  Çï 
jouissant  de  la  même  propriété,  et  puis(jue 

/  ii  dy 

n'est  pas  nulle,  il  en  sera  nécessairement  de  mèui!'   pour  l'expression 

jùdy, 

dont  la  précédente  n'est  cju'une  valeur  particulière  j)our  des  valeurs 
spéciales  de  certains  coefficients  ou  paramètres. 
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(^n  pcul,  au  pieiiiicr  abord,  se  demander  roininenl  il  se  fait  nu  un 
raisoiineiuciil  du  même  fleure  ne  soil  pas  applicaLle  aux  cycles 
linéaires;  d'où  l'on  conclurait  qu'il  existe  en  général  des  cycles  linéaires 
ellectifs,  [iroposilion  couiplèlemenl  fausse,  comme  nous  l'avons  vu 
préc.édemmenl.  La  raison  en  est  facile  à  saisir  :  c'est  la  présence  des 
singularités  de  la  surface  (pii  amène  la  réductibilité  d'une  équation 
dinërentielle  linéaire  en  général  irréductible.  Pour  les  cycles  à  deux 
dimensions,  au  contraire,  la  présence  des  singularités  ne  peut  que 
dimiuu(>r  le  nombre  des  substitutions  susceptibles  de  correspondre  à 
un  Ici  cycle. 

M.  ,1c  nie  i)oruerai  à  introduire  ainsi  cette  notion  des  cycles  kdrux 
dimeusious  d'une  surface  algébrique.  Quant  à  la  recherche  précise  du 
nnnil)n'  de  ces  cycles,  c'est  une  question  que  je  n'ai  pas  encore  entiè- 
rruient  élucidée;  je  la  laisserai  de  côté,  en  me  réservant  d'y  revenH^ 

Indiquons  seulement  comment  on  pourrait  encore  procéder  pour 
obtenir  des  surfaces  cycliques.  Soient 


./;  =  .f'-r- tx",         y=y'+iy 


Z  —  Z   +  I- 


Concevons  que  l'on  prenne  pour  x  ,  x",  /,.)'",  -',  -"des  fonctions 
latiounelles  réelles  de  quatre  variables  réelles  m,,  ;/,,  u.,  et  m,,,  ne  de- 
Ncnanl  infinies  pour  aucune  valeur  réelle  de  ces  variables.  En  substi- 
luaut  dans  f{x,y,  z)  =  o  ces  valeurs  de  x,  y  et  r,  nous  aurons  deux 

('•i|uati(jns 

Q("ii  "2^  "31  «s)  ~  <>• 

P(w,,  u.,,  u„  u,„)=o. 

Ces  deux  équations  définiront  des  surfaces  fermées  à  deux  dimen- 
sions :  ces  surfaces  seront  des  surfaces  cycliques. 

l':xaminons,  pour  donner  un  exemple,  un  cas  particuher  bieu  simple. 
Considérons  une  surface  pour  laquelle  les  coordonnées  x,  y,  z  s'ex- 
l„i„,..nl  uniformément  par  des  fonctions  quadruplement  périodicpies 
de  deux  |)aiamètres  u  et  c,  et  désignons  par 


to,      w.j      0-).,      OJ,, 

OJ,         W.,        Oj'         OJ 
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les  quatre  couples  de  périodes  correspondantes.  Il  n'y  a  dans  ce  cas 
qu'une  seule  intégrale  de  première  espèce,  et  l'on  peut  écrire 

posons 

?i  =^  co,  U  H-  Wo  V,  r  =  to',  U  H-  w.,  V, 


l'inlégrale  deviendra 


( o) ,  o)'..  —  Wo  to I  )  /    /  f/U  f/V, 


f'L  nous  aurons  une  période  en  étendant  l'intégrale  précétleiilc  à  un 
conlinuuin  /erme  à  deux  dimensions,  contenu  dans  le  prisniatoïde  des 
périodes;  or  nous  obtiendrons  un  tel  conlinuum  en  faisani  xaiicr  U  et 
V  de  zéro  à  l'unité;  car,  pour  U  et  V,  le  tableau  des  d(Mi\  picmières 
périodes  est 

I    .      o   , 

I   o      r    i' 

On  en  conclut  que  les  expressions  oj,oj^ — co^w^(/,  /i  =  i ,  2,  3,  4) 
sont  les  périodes  de  l'intégrale  double  de  première  espèce  attachée  à 
la  surface  considérée. 


V.  -  Di 


GRESSION     SUR    LES     l'0>'CTI0>"S    DE    TROIS   VARIABLES    COMPLEXES. 


14.  Je  terminerai  ce  (Chapitre  en  faisant  quelques  remarcpies  sur  les 
fonctions  de  trois  variables  complexes.  Quand  on  passe  du  domaine  de 
deux:  variables  complexes  à  celui  de  trois  variables,  on  peut  de  deux 
manières  différentes  étendre  les  notions  relatives  aux  intégrales  mul- 
tiples. 

Nous  pouvons,  en  premier  lieu,  considérer  l'intégrale  doui)le 

(  I  )  fi'  Xdych  ^\\  (h  dx  +  C  dx  dy 

(où  A,  B,  C  sont  des  fondions  analytiques  de  x.,y  et  s),  étendue  à  une 
certaine  surface  à  deux  dimensions;  le  sens  de  cette  intégrale  se  dé- 
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termine  en  suivant  la  même  voie  que  M.  Poincaré  dans  le  Mémoire  cité 
plus  haut.  La  condition  pour  que  le  théorème  de  Cauchy  s'étende  à 
une  telle  intéj^rale,  c'est-à-dire  pour  que  cette  intégrale  étendue  à  une 
surface  fermée  soit  nulle  quand  on  peut,  par  une  déformation  continue, 
réduire  cette  surface  à  un  point  sans  rencontrer  de  valeurs  de  x',  y,  z 
pour  lesquelles  A,  B,  C  cessent  d'être  continues,  est  ici,  comme  dans  le 
cas  des  quantités  réelles, 

d\        r)B        dC 

--  -h  -r~  -h  —  =  n. 
a.T        a  y         ôz 

En  supposant  vérifiée  cette  condition,  (ju'on  peut  appeler  fVintc- 
grabililé,  et  dans  le  cas  où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
X,  y,  z,  nous  allons  chercher  cjuels  seront  les  résidus  de  cette  inté- 
grale douhle,  c'est-à-dire  les  diverses  valeurs  de  cette  intégrale  prise 
sur  une  surface  fermée  à  deux  dimensions.  Nous  allons  d'ailleurs  nous 
borner  au  cas  où  l'on  aurait 

P,  Q,  K,  S  étant  des  polynômes  en  ^r,  y,  z,  le  dernier  étant  supposé 
irréductible.  La  condition  d'intégrabilité  s'écrira  alors 

Supposons  d'abord  que  nous  laissions  à  x  une  valeur  constante, 
d'ailleurs  arbitraire:  notre  inté"rale  double  se  réduit  alors  à 


// 


V{x,y,z.)dyHz 

S(x.  j,  z) 


Prenons  alors,  dans  le  domaine  des  deux  variables  complexes  j)'  et  -, 
les  résidus  de  cette  intégrale  double.  Ceux-ci  seront,  d'après  M.  Poin- 
caré, les  périodes  de  l'intégrale  abélienne  ordinaire 


(■'O 
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relative  à  la  relation  algébrique  entre  7  et  z, 

S(x,y,z)  =  o. 

Dans  tout  ceci,  x  figure  comme  un  pai'ainètre  crailleurs  aihitiaiie. 
Mais  les  résidus  de  l'intégrale  double  (i),  si  la  condition  d'intégrabilité 
est  remplie,  doivent  être  des  constantes;  il  faut  donc  (juc  les  périodes 
de  l'intégrale  (3)  ne  dépendent  pas  de  x.  Il  est  essentiel  de  le  vérifier, 
et  cette  vérification  va  précisément  nous  ramener  à  certain  ordre 
d'idées  qui  a  joué  un  rôle  important  dans  le  premier  Chapitre. 

La  relation  (2),  en  effet,  n'est  pas  nouvelle  pour  nous  ;  elle  joue  un 
rôle  fondamental  dans  l'étude  des  intégrales  de  différentielles  totales 
relatives  aux  surfaces  algébriques,  ,1e  dis  que  l'intégrale 


/ 


P  dy  —Qdx 

S'- 


est une  intégrale  de  différentielle   totale   ri'lative  à  la   surface  algé- 
brique S(j:,  y,  z)  =  <). 

Il  faut  donc  montrer,  comme  conséquence  de  Fidenlité  (  2  ),  (jue 

dy       ^       à.r       ^     ' 

a.-,  y  et  z  étant  liés  par  la  relation  S(x,  y,  ^)  =  o. 
En  développant  l'égalité  précédente,  on  a 

fs;-gs;)s;-Q(s:,s:-s.,s;) 
^s;-^s.)s;-r(s:.,s:-s:,s:)  =  „. 

Nous   pouvons  remplacer   PSi^+QS^  par    —  Wè.  tPaprès   l'iden- 
tité (2). 

Nous  avons  alors  S,  en  facteur,  et  la  relation  à  vérifier  devient 
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(^r  différentions  maintenaal  ridentité  (2)  par  rapporl  à  ;,  el  fai- 
sons dans  le  résultat  S  =  o,  nous  aurons  pn-cisément  la  relation  pré- 
cédente. 

Nous  avons  ainsi  vérifié  que  les  périodes  de  l'intégrale  (3)  ne  dépen- 
dent pas  de  X-,  puisque  ces  périodes  sont  des  périodes  de  Tintéorale  de 

difTérentielle  totale 

Pdr  —  Qd.r 


r 


S'. 


Donc  tes  périodes  de  celle  intégrale  simple  srronl  des  résidus  de 
r  intégrale  double  (1).  Réciproquement,  d'ailleurs,  tout  résidu  de  (1) 
sera  une  [)éiiode  de  l'intégrale  précédente,  car  tout  résidu  peut  tou- 
jours se  ramener  à  l'intégrale  prise  le  long  d'une  sorte  de  tore  enve- 
loppant un  cycle  linéaire  de  la  surface  algébrique  'è{x,y,  z)  =  o. 

<  )u  voit  que  l'étude  des  intégrales  de  la  forme  (i),  quand  A,  B,  C 
sont  des  fonctions  rationnelles,  se  rattache  étroitement  à  la  théorie  des 
surfaces  algébriques. 

Wt.  11  va  en  être  de  même  pour  la  seconde  catégorie  d'intégrales 
juultiples  que  l'on  peut  encore  considérer,  [envisageons  maintenant 
l'intégrale  triple 

(•  P  d.r  dY  dz 


C)  //,/• 


Q 


P  cl  i)  étant  des  polynômes  en  .r,  1-,  z\  la  définition  de  cette  inté- 
"rale,  étendue  à  un  continuurn  à  trois  dimensions,  se  fait  toujours 
d'après  les  mêmes  principes.  Nous  n'avons  ici  aucune  condition  d'mté- 
grabllité;  cette  intégrale,  étendue  à  un  cowùwnnm  fermé,  est  nulle, 
cpiand  ce  conlinuum  peut  se  réthiiie  à  un  point  sans  rencontrer  de 
systèmes  de  valeurs  .r,  7,  z,  pour  lesquelles  U  s'amude. 

Cherchons  quels  sont  les  résidus  de  celte  intégrale,  c'est-à-dire  les 
diverses  valeurs  (ju'elle  prend,  quand  on  l'étcnd  à  un  continuurn  fermé 
(pielconque  à  trois  dimensions. 

Donnons  d'abord  à  x  et  à  y  des  valeurs  fixes,  et  considérons  une 
racine  de  l'écjuation  en  z 

Q(r,7,  :;)  =  o. 
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Le  résidu  ordinairo  correspondant  de  rinlégralc  simple 

/  •  P  f/:- 

•  '  "^ 
sera  manifeslenienl 

il 

Nous  avons  done  maintenant  à  considérer  l'intégrale  double 


(^)  //"^ 


P  dx  dy 


Quel  devra  être  le  champ  de  Fintégration?  Cette  intégrale  double 
devra  être  étendue  à  un  continuum  fermé  de  points  analvliqiies 
{x,y,  z)  ou,  en  d'autres  termes,  d'après  nos  définitions  précédentes, 
à  un  cycle  à  deux  dimensions,  de  la  surface  Q. 

Nous  en  concluons  que  les  résidus  de  l'intégrale  triple  (i)  sont  les 
périodes  de  l'intégrale  double  (2),  cette  intégrale  double  étant  relalive 
à  la  surface  algébrique  Q(-i",y,  ::)  =  o. 


CHAPITRE  m. 

TRANSFORMATION  DES  SURFACES  EN  ELLES-MÊMES. 


I.  —  Théorème  sur  la  transformation  des  surfaces. 

1.  M.  Schwarz  a  montré  cjue  les  courbes  du  genre  zéro  et  du  geiu'e 
un  sont  les  seules  cjui  puissent  être  transformées  en  elles-mêmes  par  une 
substitution  birationnelle  renfermant  un  paramètre  arbitraire.  Le  théo- 
rème de  l'éminent  géomètre  de  Gôttingen  peut  être  établi  de  la  ma- 
nière suivante. 

Soit 

/(•^>J)  =  « 

Jouin.  de  Math.  (  î'  série),  tome  V.  —  Fasc.  H,  iSSy.  -O 
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l\''(|ualion  de  la  courbe  que  transforinc  en  elle-même  la  substitution 
biialionnclle 

jx'^R  (/,.r,7), 

où  nous  mettons  en  évidence  le  paramètre  l,  dont  R  et  R,  seront  des 
fonctions  analytiques,  d'ailleurs  quelconques.  Nous  pouvons  d'ailleurs 
supposer,  comme  l'indique  M.  Schwarz,  que,  pour  une  valeur  particu- 
lière t  =  t„  du  paramètre  /,  la  substitution  précédente  se  réduit  à 


y  =y- 


C^cla  posé,  supposons  que  la  courbe  soit  de  genre/),  et  considérons 
les  intégrales  de  première  espèce 

J       Z      '    J^      '     ""   J       A       ' 

l'élcmenl 

Q,{x',y')dx' 

quand  on  remplacera  x'  et  y'  par  les  valeurs  (i)  en  j?  et  j-,  prendra  la 
forme 

/V|   J. h  /Vj J, 1-  .  .  .  -i-  t\p  ■ 7^ . 

J  ::  J  y  J  y 

puisque  une  intégrale  de  première  espèce  doit  nécessairement  après  la 
transformation  rester  encore  une  intégrale  de  première  espèce.  Ecri- 
vons donc 

0,(x',.y")rf.r'  .     C>,(.T.y-)d.r  Q.-.(œ,y^d.r  Qp{x,y)dx 

—  A, — ' h  A, -j-  .  .  .  -I-  Ap  ^, 

J  y  J  y  J  y  J  y 

Les  coefficients  A  pourraient  être  des  fonctions  du  paramètre  t,  mais 
nous  allons  précisément  montrer  qu'ils  n'en  dépendent  pas.  On  le 
verra  tout  de  suite  par  la  considération  des  périodes;  donnons  en  effet 
à  l  une  valeur  arbitraire,  mais  fixe,  et  faisons  décrire  un  cycle  au 
point  (a;",>'),  aucjuel  correspondent  pour  les/)  intégrales  envisagées  les 
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périodes 

W|,      coo,      . .  . ,      Mf,: 

le  point  (x',}'')  décrira  aussi  un  cycle,  et  soit  io\  la  période  corresjiou- 
daute;  on  aura  donc 

co',  =A|  eu,  -f-  AoOJo  -I-. . .  -hApix)p, 

faisant  décrire  à  (x,y),  (p  -—  i)  autres  cycles,  nous  obtiendrons/*  —  i 
autres  relations  de  cette  forme,  et,  comme  on  peut  toujours  sup|i(isi'r 
les  jo  cycles  tellement  choisis  que  le  déterminant  des  coefficients  A,, 
A2, . .  .Ap,  dans  ces  p  relations,  soit  différent  de  zéro,  on  voit  qn(>  li-s 
quantités  A  se  trouvent  complètement  déterminées  par  des  relations  où 
ne  figure  pas  le  paramètre  t  :  elles  sont  donc  indépendantes  de  ce  para- 
mètre. 

De  plus,  nous  avons  dit  ([ue,  pour  /  ^  /„,  on  a 


on  aura  donc 

A,=:i,         A,  =  A,  =  ...=z  A/,=  o, 

et  il  reste  par  suit(î 

Q,(x\  y')dr'  __  Qi„(.r,  v)dr 

/y  "  J>  ' 

dans  l'hypothèse  où  Ton  aurait /j  >  1 ,  ou  aura,  par  les  mêmes  raisonne- 
ments, 

(),i.r',Y')d.r'  _  Q,(.r,Y)dr_ 

t'y  '"  ./>  ■ 

de  là  nous  concluons  immédiatement,  en  divisant, 

Qi(^-',.y')  ^  QiU-..y). 

or  une  telle  égalité  est  impossible,  car  elle  établit  entre  les  deux  points 
analytiques  (x,y)  et  (x',y')une  relation  où  ne  figure  pas  de  para- 
mètre arbitraire.  Le  /héoj'ème  est  donc  drmonti-i'. 

Remarque.  —  Le  point  capital  dans  la  démonstration  consiste  à  laiie 
voir  que  les  coefficients  A  ne  dépendent  pas  de/  :  c'esl  ce  i|iii>  nous 
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avons  uioiiLré  en  considérant  les  périodes.  On  peut  y  [)arvcnir  par  une 
au  Ire  voie. 

Reprenons  la  sul)sliLulion 

x-'=R(.r,  y),         /=  II,  (./-,;■), 

les  coefficients  figurant  dans  les  fonctions  rationnelles  l\(x,  y)  et 
\\,(x,  j)  sont,  avons-nous  supposé,  des  fonctions  d'un  paramètre; 
mais,  d'autre  part,  ces  coefficients  seront  nécessairement  des  fonctions 
algébriques  d'un  ou  de  plusieurs  d'entre  eux  restant  arbitraires;  dési- 
gnons ceux-ci  par  la  lettre  0.  Dans  ces  conditions,  reprenons  la  relation 

Q,{a',v')d.r'           .      0,(.r.y)d.r                       ,      ()„(.r,y)d.r 
/, —  A  , H  .  .  .  +  A/, , 

les  A  vont  alors  être  des  fonctions  algébriques  des  quantités  0.  Or  je 
dis  que  ces  fonctions  doivent  être  des  constantes.  Ecrivons  en  effet  la 
lelation  précédente  sous  la  forme 


•^■ifi.vo  •'y  "-^i,,,!,,         •' '  ■  .1. 


J'y 


(•i-„,y'u)  correspondant  à  (xi^^y^).  Cela  posé,  laissons  {x,y)  fixe  ainsi 
que  (^0,  j'ii);  le  second  membre  va  être  ime  fonction  algébrique  des 
0;  si  cette  fonction  ne  se  réduit  pas  à  une  constante,  elle  deviendra 
infinie  pour  certaines  valeurs  des  G;  or  cela  est  impossible,  carie  pre- 
mier membre  est  une  intégrale  de  première  espèce,  et  de  plus,  x'  et  y' 
étant  aussi  des  fonctions  algébriques  des  6,  le  point  analytique  (x',  y') 
ne  décrit  pas  une  infinité  de  cycles  avant  d'arriver  aux  limites  de  l'inté- 
gration correspondant  à  des  valeurs  de  0  qui  rendraient  infini  le  second 
membre.  L'expression 

A.  r"Qi£yl£^^  +  ...  4-  A,  r^jd:^^ 

J  J 1  J  J  y 

ne  dépend  donc  pas  de  0;  c'est  donc  une  intégrale  yîxe  de  première 
espèce,  attachée  à  la  courbe 

/(./;,j)  =  o; 
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par  suite,  les  coefficients  A,,A^,.. .,  A^  doivent  euv-mèmcs  sépcifé- 
/»(?//<  être  indépendants  de  0;  ce  qui  nous  donne  de  nouveau  le  résultat 
annoncé. 

2.  Pi-oposition  analogue  relative  aux  surfaces  algébriques.  — 
Nous  allons  maintenant  faire  connaître,  pour  les  surfaces  algébriques, 
une  proposition  analogue  à  celle  que  M.  Schwai'z  a  donnée  pour  les 
courbes  planes. 

Voici  le  nouveau  théorème  que  nous  nous  proposons  (Tétablir  : 

Si  une  surface  peut  être  transformée  en  elle-même  par  une  sub- 
stitution birationnelle  renfermant  deux  paramètres  arbitraiz-es,  la 
surface  sera  du  genre  zéro  ou  du  genre  un. 

Le  geni'e  dont  il  est  question  dans  cet  énoncé  est  celui  que  JM.  i\o'- 
tlier  appelle  Flachengeschlecht,  et  il  importe  de  préciser  ce  qu'on  doit 
entendre  ici  par  transformation  avec  deux  paramètres  arbitraires  ;  ces 
deux  paramètres  devront  figurer  de  telle  manière  dans  la  transforma- 
tion qu'à  un  point  de  la  surface  corresponde,  par  la  transformation  cl 
en  faisant  varier  les  paramètres,  non  pas  une  courbe,  mais  bien  un 
point  arbiti-aii'e  de  la  surface. 

La  démonstration  du  théorème  énoncé  sera  bien  facile,  après  ce  que 
nous  venons  de  dire  pour  les  courbes  algébriques.  i\ous  allons  en  "effet 
suivre  entièrement  le  même  mode  de  démonstration;  la  surface  étani 
supposée  de  genre /j,  considérons  les/;  intégrales  duubb-s  de premiè/-e 
espèce  attachées  à  la  surface 

Q^{x,y,z)dx  dy  f  f  Q,,  (,r,  y,  :  )  ,t.r  dv 


r  rQ,{x,y,z)dxdy  ^         rrQ 


en  désignant  par /(x,/,^)  =  o  Téquation  de  la  surface  de  degré  m, 
etles  Q  étant  des  polynômes  d'ordre  n>  —  \.  Ecrivons  les  équations  de 
la  transformation  birationnelle 

x'=  Il  (t,t',x,y,z), 
y=l\,(t,t',x,y,z), 

z'=R,(t,t',x,y,z), 

en  mettant  en  évidence  les  deux  paramètres  /  et  t'. 
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L'élément 

Q,(.T',y.z')d.r'(/Y' 

(|uaiid  on  remplacera  .x',  y'  et  z'  par  leur  valeur  en  ./;,  j-,  :;,  prendra  la 
forme 

A,  -j__  -+h._  ■-j_^  +...  +  A, ■-j_^ , 

puisque  une  intégrale  double  de  première  espèce  doit  nécessairement, 
après  la  transformation,  rester  encore  une  intégrale  de  première 
espèce.  Ecrivons  donc 

^),[.v',y',z.')dx'  dy'  _    .      g,(.r.  r,  ;U/.r./v     ,  ,      .      0„(,r,  r,  ;)./.r  r/y 

les  coefficients  A  pouvant  être  des  fonctions  des  paramètres  ^  et  /'  ;  mais 
nous  allons  montrer  cju'ils  n'en  dépendent  pas.  Le  premier  mode  de 
transformation  employé  plus  haut  pourrait  être  encore  employé  ici, 
mais  il  faudrait  faire  intervenir  les  périodes  de  l'intégrale  double;  la 
seconde  voie  n'exigera  au  contraire  aucune  modification  pour  ainsi  dire 
dans  la  suite  des  raisonnements! 
Reprenons  en  effet  la  substitution 

.i''=  R(x',7,  ;),         /=  R,(x,/,  j),  :;'=  R,(j;',j,  j); 

les  coefficients  figurant  dans  les  fonctions  rationnelles  R,  R,  et  IL 
seront  nécessairement  des  fonctions  algébriques  de  deux  ou  plusieurs 
entre  eux  restant  arbitraires,  r[ue  nous  désignerons  encore  par  la 
lettre  0.  Ecrivons,  d'autre  part,  la  relation  précédente  sous  la  forme 

/-'■■   r''(:^,{x',f,z')dx'dy'  ^  ^^    r"  r'Q.(.r,  7,  z)  dx  dy  ^ 

■'  /7     /-'. 

•  ■'■„    >^  V,  J  - 


^<^      I       I      Qi'^-^-'  .}''  ^)dxdy 


delà  posé,  laissons  (-c,  J',  -)  liN^e  ainsi  que  (.rg,  j'„,  :;„);  le  second 
membre  va  être  une  fonction  algébrique  des  0  ;  si  cette  fonction  ne  se 
réduit  pas  à  une  constante,  elle  deviendra  infinie  pour  certames  valeurs 
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des  0;  or  cela  est  impossible,  car  le  premier  membre  est  une  intéi^rale 
double  de  première  espèce.  On  conclut,  comme  précédemmenl,  (|ue  les 
coefficients  A  ne  dépendent  ])as  des  paramètres. 

On  peut  supposer  la  transformation  telle  que,  ])our  certaines  valeurs 
non  singulières  des  paramètres  t  et  /',  soit  t  ;=  /„,  ;'=  /„,  la  transfor- 
mation se  réduise  à 

x=x,         y'  =  y,         z'^z. 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  on  aura 

A,  =  r,         A,  =  A3=...=  A^=o. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

Qijx'',  Y',:')dydv'  _  Qi(.r,  y,  z)dxdY 

^  '~  ~  TT?  "'       • 

si  l'on  a  /?  <;  I,  on  aura  pareillement 

q^(x',y,z')dx'  dy'  _  q^ix,  r,  z)dxdv 

et  des  deux  égalités  précédentes  on  conclut 

qd^',y\z')  ^  q^{x,y,z) 
q,{x',f,z')      q,{x,Y,zy 

égalité  impossible,  car  pour  une  valeur  fixe  du  point  (j:,  y,  z)  corres- 
pondrait pour  {x\y\  z')  une  courbe  sur  la  surface. 

La  surface  ne  peut  donc  êlre  d'un  genre  supérieur  à  liuiilc,  ce 
qui  est  précisément  le  théorème  énoncé. 

H.   —    Surfaces    de    genre   supérieur   a  un  admettant    un    faisceau 

DE    transformations. 

3.  Nous  avons  supposé  qu'il  y  avait  au  moins  deux  paramètres  arbi- 
traires dans  la  transformation  considérée  ;  l'examen  du  cas  où  il  y  aurait 
seulement  un  paramètre  arbitraire  conduit  i\  des  conclusions  bien  dif- 
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férenles.  En  supposant  p  supérieur  à  Tunilé,  ou  pourra  oncoro  rai- 
sonner comme  plus  haut  et  écrire 

q,{jc',r\z')       q,[x,r,  ;)' 

mais  nous  ne  pouvons  plus  conclure  de  cette  égalité  ([uey)  ne  peut  sur- 
passer Tunité. 

Il  est  même  bien  facile  de  voir  que,  dans  une  surface  susceptible 
d'être  transformée  en  elle-même  par  une  transformation  biralionnelle 
renfermant  un  seul  paramètre  arbitraire,  le  nombre />  peut  être  quel- 
con([ue.  Considérons,  en  eifel,  une  surface  dont  les  coordonnées  soient 
fonctions  rationnelles  de  quatre  paramètres  X,  [i.,  X',  a', 

.r  =  U(X,  a,  A',  p.'), 
y=  H, (A,  [^,  A',  [j.'), 
z.  =  II, (A,  [j-,  A',  u.'), 

les  deux  paramètres  X  et  a  étant  liés  par  la  relation  algébrique 

(i)  /(A,  |x)  =  o, 

et  les  deux  paramètres  \'  et  \j.'  par  une  seconde  relation  algébrique 

('0  ^'O--',  [j^')  =  <>, 

et  supposons  de  plus,  ce  qu'il  est  évidemment  possible  de  réaliser,  qu'à 
un  point  arbitraire  de  la  surface  ne  correspondent  qu'un  seul  sys- 
tème de  valeurs  (X,  [j.)  et  un  seul  système  de  valeurs  (X',  [x'). 

Supposons  la  relation  algébrique  (2)  de  genre  p  supérieur  à  l'unité, 
et  la  relation  (i)  de  genre  un.  Dans  ces  conditions,  la  courbe  /'pouvant 
être  transformée  en  elle-même  par  une  substitution  birationnelle  ren- 
fermant un  paramètre  arbitiaire,  il  en  sera  évidemment  de  même  de  la 
surface  proposée. 

Quel  sera  le  genre  de  cette  surface?  11  est  aisé  de  voir  qu'il  est  égal 
au  genre /j  de  la  relation  (2).  Soient,  en  effet, 


f^Çk,u.)(rk 
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et 

/  S, (A',  \J.')d\\      ...,       /S^(A',  u')r/A' 

les  intégrales  de  première  espèce  correspondant  aux  courbes  /'et  F. 
J'envisage  Finlégrale  double 

ffs(\y.)S,(l',ij:)d\d-k', 

qui  a  évidemment  la  forme 

ffr(x,y,z)drdy. 

Pétant  une  fonction  rationnelle  de  x,y,  z;  cette  intégrale  sei'a  une 
intégrale  double  de  pi-e/nièrc  espèce  attachée  à  la  surface.  En  faisant 
varier  /  de  i  à  p,  on  obtient  ainsi  p  intégrales  doubles  linéairemeiil 
indépendantes,  et  par  suite  le  genre  de  la  surface  est  au  moins  égal  à  /). 
Il  est  aisé  de  montrer  ({u'il  est  précisément  égal  à  p;  tonte  intégrale 
double  sera  en  elfet  de  la  forme 


n  ?(A,  ix,  /V',  iJ.')dkdA'\ 


supposons-la  de  première  espèce;  il  sera  d'abord  nécessaire  que  l'inté- 
grale simple 

J  ?(^.  [j.,  À',  it.')dK, 

X  et  [j.'  étant  considérés  comme  des  constantes,  soit  une  intégrale  de 
première  espèce  pour  la  courbe 

/(A,  [J.)  =  o; 
on  a  donc 

cp(  A,  (JL,  A',  [jl')  =  M  S(  À,  [x), 

M  ne  dépendant  pas  de  A,  [j.  et  étant  par  suite  une  fonction  rationnelle 
de  A'  et  jji.'.  On  voit  ensuite  que 

Cm  dk' 

Jouin.  (le  Math.  (\'  sùrcp),  tome  V. —  Fasc.  Il,  iSSç).  2^ 
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(loil  èlre  une  inlogralo  de  première  espèce  pour  la  courbe 

F  (A',  [x'  )  =  o, 
el  Ion  en  conelul 

M  =  A,S,(V,  u.')  + A,S,(A',  u.' )-}-...+  A/,S^(V,  p^'), 

les  A  étant,  des  consLanLes,  ce  qui  démonlre  noire  théorème. 

Considérons  maintenant  les  polynômes  adjoints  d'ordre  m  —  'j  cor- 
[■(ïspondantà  la  smface,  dont  nous  représenterons  l'équation  par 

^(x,y,  -)  =  o; 

soil  une  inl('grale  double  de  première  espèce 

ce  sera,  par  exemple,  celle  qui  était  représentée  tout  à  l'heure  par 

[jl)S,(A',  ]x')d\dV. 


'ffs.(\ 


lùudions  l'intersection  de  (1,  (  x,  y,  :;  )  =  o  avec  la  surface.  Elle  sera 
(lonni'e  par  r(''(|uation 

S(A,  a  )  =  o, 
et  par  cette  autre 

S,(X',  [i.')  =  o. 

J.a  première  équation  ne  nous  donnera  rien  en  dehors  des  lignes  mul- 
tiples de  la  surface,  car  la  courbe  adjointe  d'une  courbe  de  genre  ii/t 
ne  rencontre  celle-ci  qu'aux  points  multiples.  L'intersection  cherchée 
sei'a  donc  donnée  par 

S,('A',  L«.')  =  o, 

(jui,  en  dehors  des  points  multiples,  nous  donne,  sur  la  courbe 

F(  X',  [j.')  =  o, 
•2p  —  2  points,  comme  il  est  bien  connu.  Amsi,  toute  surface  adjointe 
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d'ordre  m  —  4 

Q.(-^>75  ;:)  =  o 

rencontre,  en  dehors  des  lignes  multiples,  la  surface  i|>  suivant  2p  —  'i 
courbes,  qui  sont  manifestement  du  genre  un. 

4.  Après  avoir  étudié  ce  cas  particulier,  considérons  d'une  iiianiric 
générale  une  surface  algébrique  pouvant  être  transformée  en  cUe-niênu' 
par  une  substitution  birationnclle  renfermant  un  paranièlre  arbitraire, 
dans  le  cas  où  le  genre  de  cette  surface  est  supérieur  à  l'unité.  Dé- 
signant par 

;  x-'=R  (/,  x,7,  ::), 

(S)  y=R.(/,x,7,.-), 

(   -^'=R,(/,  x,j-,  z) 

celte  substitution,  on  a,  comme  il  a  été  dit  plus  haut  et  en  conservanl 
les  mêmes  notations, 

Q.(^',/,  ^')  ^Q.(.r,  y,  =) 
J'envisage  maintenant  le  faisceau  de  surfaces 

Q . (^, y,-)- '^^ Qi (-^^ y,  - .,)  =  o 

pour  une  valeur  fixe,  d'ailleurs  quelconque,  donnée  à  A;  cette  ('(lualion 
définit  (en  dehors  des  lignes  multiples  et  des  lignes  qui  serai(Mit  in\a- 
riables  avec  X)  une  courbe  sur  la  surface.  Cette  courbe  peut  d'ailleurs 
être  décomposable  en  plusieurs  courbes  irréductibles;  nousdésignei-ons 
l'une  d'elles  par  C. 

La  courbe  C  se  transformera  évidemment  en  elle-même  j)ar  la  sub- 
stitution (S);  elle  sera  donc  du  genre  un,  car  elle  ne  peut  être  du  geiu-e 
zéro,  puisque  le  genre  de  la  surface  est  supérieur  à  un.  Nous  pou\ons 
ajouter  que  son  module  ne  dépend  pas  de  A;  la  courbe  est,  en  ellet, 
donnée  par  les  équations 

X  =  R{t,  X,  y,  z),         y  =  R,  (/,  X,  y,  z),         z'  =  Vx,{t,  ./■,  v,  --). 

en  désignant  par  (x-,j',  z)  les  coordonnées  d'un  point  fixe,  d'ailleurs 
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([ui'lcoïKjuc,  silLié  sur  elle,  cl  x\  y\  z'  désigaanl  les  coordonnées  cou- 
rantes, fonctions  du  paramètre  /.  Or  les  coefficients  de  x,  y,  z  dans  la 
substitution  (S)  peuvent  être  considérés  conune  fonctions  algéhricjues 
d'un  d'entre  eux,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme  fonctions  ration- 
nelles de  deux  paramètres  a  et  (3  liés  par  une  relation  algébricpie  irré- 

(luclil)le  P(a,  ?)  =  o- 

Les  périodes  de  Fintégrale  de  première  espèce  correspondant  à  la 
courbe  C  ne  pourront  être  cjue  des  multiples  des  périodes  d'une  inté- 
grale de  jiremière  espèce  correspondant  à  la  courbe  P;  le  module  de 
la  coui'be  C  ne  dépend  donc  pas  de  x-,  y,  z,  et  par  suite  de  X,  comme 
nous  l'avions  annoncé. 

Ainsi,  V  intersection  de  la  surf  ace  avec  le  faisceau 

Q, ( .i-, >',  -)  -  '^ Q.C-i'i /,  -)  =  o 

nous  donnera  un  certain  nombre  de  courbes,  variables  avec  A,  qui 
seront  de  genre  un,  et  dont  le  module  ne  dépendra  pas  de  \. 

Mais  a[)profondissons  davantage  la  nature  de  cette  intersection,  .le 
dis  tout  d'al)ord  fju'il  n'esl  pas  possible  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule 
courbe,  sauf  sip  =  2;  car,  en  désignant  par  /)'"'  le  genre  de  la  partie 
mobile  de  l'intersection  supposée  irréductible,  on  a,  d'après  M.  Nœther 
(Math.  Annalen,  t.  VIIl,  p.  jaa), 

/?'">aj5-  3. 

Il  résulte  alors  d'un  aulre  tbéorème  de  M.  Nœther  (môme  Mémoire, 
p.  Vj'i)  (pie  l'intersection,  n'étant  |)as  irréductible,  se  compose  de 
(  p  —  i)  courjjes  du  genre  un.  Ces  couibes  ne  forment  pas  un  réseau  à 
{ p  —  i)  paramètres,  mais  seulement  un  faisceau  à  un  paramètre.  On 
obtiendra  ce  faisceau  le  plus  sim[)lement  en  prenant  le  faisceau 

^h  (-^s  y.  -)  —  "^  <v>2('*-,  y,  -)  =  o 

des  surfaces  adjointes  passant  par  (p  —  12)  points  fixes,  d'ailleurs  arbi- 
traires. 

Ce  faisceau  passera  par  (/)  —  ■?.)  points  fixes,  et  il  y  aura  alors  une 
seule  courbe  mobile  du  genre  un. 
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Considérons  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  dos  xy\  soit 

/(J7,7,  A}  =  .), 

f  étant  un  entier  en  x,  /,  7^,  et  nous  pouvons  supposer  que  z  sei-a  frac- 
tion rationnelle  de  x^  y  et  A. 

La  courbe  précédente  est  de  genre  un,  et  son  module  doit  élir  indé- 
pendant de  A.  Par  conséquent,  on  poui'ni  exprimer  j:  et  y  de  la  ma- 
nière suivante  :  x  c,\.y  seront  fonctions  rationnelles  d'un  paraméirc  0  d 
de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré,  dont  les  coefii- 
cients  ne  dépendront  pas  de  X,  soit  A(0);  les  coefficients  de  ces  fonc- 
tions rationnelles  seront  des  fonctions  algébriques  de  \.  Ils  poui  roui 
donc  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  de  deux  paranu''ltes  a 
et  p,  liées  par  une  relation  algébrique  (A  étant  kii-inéme  rationnel  en 

a  et  j3), 

P(a,  ?)=o. 

On  aura  donc,  pour  notre  surface, 

r=R  [a,  ,3,  0,s/A(0)], 


les  R  étant  rationnelles  en  a,  [3,  0  et  v/A(ô). 

Telles  sont  les  expressions  que  Ton  peut  donnei-  aux  coorchmiiées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface;  d'ailleurs,  dans  ces  expressions, 
rien  ne  nous  autorise  à  supposer,  connue  dans  le  cas  particulier  du 
début,  qu'à  un  point  arbitraire  de  la  surface  ne  correspond  qu'un  sys- 
tème de  valeurs  de  (a,  ^)  et  [O,  v/A(0)]. 

Mais,  après  avoir  obtenu  les  équations  (  ij.),  ou  en  parlant  a  priori 
d'expressions  de  ce  genre,  il  sera  facile  de  décider  si  la  surface  corres- 
pondante admet  une  infinité  de  transformations  birationnelles  a\ec  un 
paramètre  arbitraire.  Remarquons  d'abord  que  0  et  v'A(O)  seront,  2>ar 
les  équations  (jjl),  fonctions  rationnelles  des  a;,  y,  ;,  aet  ^;  car,  quand 
on  a  a  et  [i,  la  courbe  /  sera  déterminée;  donc  0  e t  y/ A ( 0 )  oui  alors 
une  valeur  déterminée  jiour  un  point  ai'bihairr  d<'  la  courltc. 


212  E.     l'ICAHD. 

()ii  peut  mainlenanl  supposer  que  A(0)  a  la  forme  normale;  soil 
(loue 

ô  =  sii/     el     y'A(0)  =  cn/clti/; 
on  aura 

a;  =  R  (a,  p,  sn/,  cn/dni), 

y:=li,(7.,  p,  sn/,  cn/dn/), 

z=  Ko(a,  p,  sn/,  cn/Jn/). 


Or  la  Iransformalion  htralionnelle  proviendra,  si  elle  exisle,  du  chan- 
gement (II'  /  en  t  -h  h,  h  ('Lanl  une  constante  arbitraire. 
Soil  donc 

x-'=  R[a,  [3,  sn(/  +  /i),  cn(/  +  A)dn(/  +  /i)],  ...; 

donc,  puisipic  sn/  et  cn/dn/  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,y,  z, 
7.  rt  p,  on  aiu'a 

z'  =  l\(a,  [3,  X,  j,  r,  A), 

l(\s  P  étant  ralioinicllcs  en  x,  y,  z,  a  et  ^. 

Si  donc  a  et  [i  sont  fonctions  ratioinielles  de  x,  )-,  ;,  il  n'y  aura 
aucun  doute;  x',y',  z'  seront  fondions  ralionncllcs  de  x,y,  z.  Quand 
a  et  [i  sont  seulement  fonctions  algébriques  de  .r,  y,  z,  il  faudra,  en 
faisant  la  substitution,  vérifier  îiix',  y',  z'  sont  rationnelles  en  x,  y,  z. 

111.   —   Surfaces  du  genhk  zéro  et  un. 

o.  Nous  allons  maintenant  rechercher  les  surfaces  admettant  un 
groupe  co/ilinu  de  transformations  birationnelles  en  elles-mêmes,  sans 
nous  inquiéter  du  genre  de  la  surface  ('). 

•l'emploie  ici  l'expression  de  grou^ie  de  transformations  dans  le  même 


('  )  L'iiypollièse  que  les  transformations  forment  un  gron|ie  est  essentielle,  car 
on  pourrait  avoir  des  transformations  tléj)enclant  de  paramètres  arbitraires, 
et  fini  ne  formeraient  pas  un  groupe  de  transformations. 
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sens  que  M.  Sophus  Lie,  c'est-à-dire  que  les  deux  équations 


(0 


j-'=cp(,r,v,a,,ao,...,a^), 

v'='];(.r,r,  a,,  «.,...,«;.), 


lU- 


relatives  aux  variables  indépendantes  x  et  y,  et  contenant  /•  para- 
mètres a,  définiront  un  groupe  de  transformations,  si  les  substitutions 
(i)et 

i  x"=o{x',y',b,,b.,,...,hr), 

donnent,  pour  x"  et  v",  en  fonction  de  x  Giy, 

j;"=:  9(a-,jV',c,,Co,...,tv), 

r"=!p(x,J)',C,,f.,...,C^), 

les  c  dépendant  uniquement  des  a  et  des  b. 

Démontrons  d'abord  un  lemme  relatif  à  un  groupe  de  transformations 
à  deux  paramètres,  en  supposant  permutables  les  transformations  d 
ce  groupe.  [Nous  dirons,  pour  abréger,  qu'un  tel  groupe  est  per 
table  ('  ).] 

Représentons  ce  groupe  par 

y'='\,(x,y,a,,a,). 
Nous  pouvons  de  ces  deux  relations  et  des  deux  suivantes 

dx'  =  V-  (fx  H — 7^  dy, 

dx  dy    -^ 

dy'=%dx+f^dy, 


(')  Je  me  sers  de  cette  locution  pour  éviter  une  périphrase;  aucune  confusion 
n'est  à  craindre  ici  avec  une  locution  analogue  employée  dans  la  théorie  des  sub- 
stitutions. 
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rliiiiiiina,  L'L  a.,\  je  disque  le  i-c.siiltat  de  l'éliininalioii  peut  se  mettre 

sous  hi  foriiie 

,    ,  j  P  (  ./•,  r )  dx  +  Q  (x',  y) dy  =  P  (./•',  y')dx'  -t-  Q  (.//,  y')dy', 
'''    \  {\  (./•,  y)dx  +  O,  (.r,  j)^j  =  P,  (./;',  y')dx'  +  Q,  (./;',  y')dy'. 

Poiii'  dcmonlrcr  ce  ihcorème,  nous  supposerons  connues  les  proposi- 
lions  générales  données  par  M.  Lie  sur  les  groupes  de  transformations. 
Snionl 

II-  =  X,  (.r,  y)  ùt,         ox  =  X,(.r,  y)  ùt, 

oy  =  Y,  (x,  y)  ol,         Zy  =  Yo(.77,  y)  cl 

les  deux  transformations  infinitésimales  linéairement  indépendantes  du 
groupe. 

Ces  deux  transformations  infinitésimales  formant  un  groupe  dont  les 
substitutions  sont  permutables,  nous  avons  entre  les  X  et  les  Y  les  deux 

i(l('lllil(''S 


(fi) 

en  posant 


|A,(\,)-A,(X,)  =  .,, 
iA,(Y,)-A,(Y,)  =  o, 

A.(l')  =  X,g+Y,f, 

A.(F)  =  X,^^  +  Y,f. 

Cela  posé,  avec  les  deux  ti-ansformations  infinitésimales  précédentes, 
on  obtiendra  les  équations  finies  du  groupe,  en  considérant  le  système 
d'équations  différentielles  ordinaires  où  A,  et  X^  sont  des  constantes 
arbitraires 

dx 


(3) 


|=X.Y,  +  X.Y.. 


On  lire  de  là,  par  lintégralion, 

y  =  'H^o,.v„,  A,(/  -  /„),  Ao(/  -  /„)|, 
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eu  formant  rinlégrale,  qui  pour  /=  /«  'l<^>"ii<^ 


Si  l'on  pose  alors 

le  groupe  peut  s'écrire 

\:r'=o(x,y,a,,a,), 
(  V  =']^(.r,y,a,,a.,). 

Mais  les  équations  ('3)  donnent,  en  reniplaçanlA,^// par  f/a,  d  '/.j/// 
par  da.j, 

dx  =  X,da,-i-  \., du.,, 

dy  =\  ^da^-\-Y^  da^. 
f  )n  en  tire 

da,  =  P  dx  -h  Q  dx, 

da,  =  ï',dx-hQ,(/\\ 

les  l*  et  Q  étant  (les  fondions  de. r  et  T.  Or  les  relations  ([i  )  nionliiMil 
que 

l' dx  +  Q  dy         et         T,  (/./•  +  Q ,  dy 

sont  des  différentielles  totales  exactes,  comme  le  prouve  un  calcul  facile. 
l*ar  suite,  le  groupe  donné  par  les  équations  (/i)  peut  se  mellre  sous  la 
forme 

a,  =  f    'v  dx-hQ  dy. 


a.^—   i        V,dx  ■+-  (},(/\-. 


Nous  avons  donc  bien,  entre  (x,y)  et  (x',  y' )  la  relation  (a  )  ('■crili 

Journ.  (le  .Math.  ('(«  série),  tome  V.  —  Fasc.  II.  i88g.  28 
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plus  haut, 

V  (.1-,  y)  dx  +  ()  (  .r,  y)  dy  =  P  (■'■',/)  d.r'  +  (  )  (.r,  y')  dy\ 
P,  (x-,  y)  d.r  +  (  ),(.r,  j-  ) dy  =  P,(,i-',  _>-'  ) rfx-'  +  Q,(-^',  )'') '(>''• 

G.  (^e  Iciuim:'  (''tal)li,  su[)[)Osoiis  (jiic  nous  ayons  iiiK,'  surface  ([ui  se 
Iraiisformc  en  elle-niènie  pour  une  inlinilé  de  snbslilnllons  hiialion- 
iielles,  fuvinaut  un  groupe  pcrniutahlc  à  dfux  parainèli-cfi.  Soil 
/'(.r,  y,  z)=^o  ré(jualion  de  la  surface  cl  soit 

./;'=F,(,r,_)-,  r,  «,,  r/,), 

:.'  =  F,,(x,  >-,  :,  a,,  a.,) 

celle  sul)slilulIon  supjiosée  l)iralionnelIe.  Il  n'y  a,  en  réalilé,  que 
deux  variables  indé[)(.'ndanles;  nous  pouvons  donc  applicjucr  le  lenime. 
Los  subslilulions  inllnilésimalcs  scronl  évidemment  rationnelles  on  x, 
Y  cl  :;.  [^es  relations  entre  (f,  _)',  :-')  et  (.r',  )'',  z')  pourront  donc 
s'écrire  sous  la  forme  difrérenliélle  adoptée  dans  le  paragraplie  précé- 
dent, 

P  (x,y,  z)  dx  -4-  Q  (.r,j,  z)dy  =  P  (.//,/,  z'')dx-^()  (x',y',  z')dy', 
P,(.r,  r,  z)dx  -+-  (),(x-,  )',  z)dy=z  \\(x',y',  z' )dx' +  Q,(x',y',  z')dy'. 

les  P  et  Q  élant  ici  rationnels  en  ./■,  >•  cl  z. 
Nous  aurons  donc 


r''  ■  1>  ,/,,;  +  O  dy  =   f  '  "  P  dx  +  i)  dy, 

<-  a.  p,v  '  oc  fi',  X 

f""'l\  dx  +  q ,  dy  =  f  ■'   ■  P ,  dx  +  Q .  dy, 


'a.i^.Y  '^^■.?\r 


les   limites    inférieures  étant    deux    points    arbitraires  (a,   ^,  y*   et 

(^-■'.  ?',  7')- 
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Or  à  un  sysli-iiic  de  valeurs  des  seconds  membres,  pour  une  valeur 
donnée  de  (x',  )■',  z'),  ne  correspond  qu'un  système  de  valeurs  de 
(x,y,z). 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  :  Les  équations 

f  '      V  <h:  +  Q  dy  =--  u, 

f'''v,dx-hQ,dy=  V 

donnent  pour  x,yct  z  des  fonctions  unijoj-mes  de  u  et  v. 

Ainsi  les  coordonnées  d'un  point  cjuclconque  x,  y,  z  de  la  surface 
s'exprimeront  par  des  fonctions  uniformes  de  u  et  p,  provenant  de  l'in- 
version d'intégrales  de  différentielles  totales  attachées  à  la  surface  ('). 

7.  Après  ce  cas  particulier,  nous  devons  examiner  le  cas  g(''néi'al 
d'une  surface,  admettant  une  infinité  de  transformations  birationnelles 
formant  un  groupe  à  un  nombre  quelconque  de  paramètres. 

Le  groupe  étant  d'ordre  fini,  il  y  a  nécessairement  dans  ce  groupi- 
un  sous-groupe  à  un  paramètre  i^voir  Lie,  Math.  Annalen,  t.  IG, 
p.  4^3))  et,  d'après  Lie,  un  tel  sous-groupe  à  un  paramètre  peut  être 
obtenu  de  la  manière  suivante.  On  prendra  une  substitution  infinité- 
simale quelconque  du  groupe  primitif, 

Sa;  =  X  (.r,  /,  z)  ot,         oy  =  V  (x,  y,  z)  ùf,  oz  =  Z  (x,  y,  z)  ot, 

X,  \  et  Z  étant  bien  évidemment  ici  des  fonctions  rationnelles  de  x, 
V  et  -. 

Ces  trois  équations  reviennent  d'ailleurs  à  deux,  comme  toutes  celles 
que  je  vais  écrire,  puisque  SÇr,  y,  z)  ^=  o,  en  désignant  par  S  =  o 
l'équation  de  la  surface. 


(')  J'ai  énoncé  le  lliéorème  j)récéilent  (Comptes  rendus,  ocloljre  18S6),  sans 
préciser  la  façon  dont  je  supposais  implicitement  que  figuraient  les  paramètres  a, 
et  (7,  dans  la  transformation  biralionnelle.  Dans  le  même  numéro  des  Comptes 
rendus,  M.  Poincaré  a  nettement  indiqué  le  profit  que  Ton  pouvait  tirer,  dans 
cette  question,  de  la  notion  de  groupes  de  transformations. 
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Li's  ('(lual  iitiis 

^  =  Y(.'-, .)-,-),  ~=Z{,r,y,z), 

(loiiiicroiil  pai'  l"iiil(''jirali()ii 

(   r  =  ■]/(./■„,  Vo,  r„,  /  —  /„), 

.(•„,  r„,  r„i''lanL  les  \ali'iii's  iiiillalos  pour  /:=/,,;  et  Ton  a  le  !;'i'<)U[)i'  à  un 
seul  parauirtri'  a 

x  =  f(x,  Y,  r,  a), 

Y'=o{.i:,y,  z,  a), 

z'  =■];(,/■,  V-,  Z,  a); 

/',  o,  ■];  siM'DUl  lalioliui'llcs  eu./:,  v,  ;,  [)uisquc  ce  j^fou[)('  est  uu  sdus- 
i;'i'ou[)e  coiileuu  daus  Ir  i;r()U[)(' iuilial. 
^fais  revenons  au  svsièini' 

(A)     ^^=\(...r,r),         -^  =  \(.r,, ,-,.),         ^^  =/(..,  r,--): 

son  iul«!'i;rale  i^iMKh'ale  devi'a  être  une  fonction  unit'oruK»  de  /;  car,  en 
i-liau^canl  dans  ./•,  r,  r,  /  eu  /  +  //,  c,  r,  3devienu(Mit  ./',  v',  r'  el  Ton 
a,  d'après  les  (''(pialious  (I  ), 

■'■■  =  /(-''^,r)  -^  >')> 

y='^{.v,  y,  z,  h), 

Donc,  (Tapies  un  nuKle  de  l'aisomieinenl  fréqucninicnt  employé,  i)ai' 
exemple  dans  la  llu-orie  des  fonelifuis  ahidiennes,  les  fondions  ponr- 
lont  séleiidic  d'iuK!  manière  uniforme  de  proclie  en  proche,  et,  jiar 
suite,   rinl('';4iale  ;;(''nérale  du  syslème  (A)  est   fonction  uniforme  d(>  /. 
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Nous  venons  de  voir  que,  ic,  y,  z  désignant  une  solulioii  (|iiel('oii(|ui' 
du  système  (A), 

(")  /(-^^  >%  ->  /');    9(-^'7j  '•>  ^0»    'K-^>.:^''  ■;  '''')• 

donnera  encore  une  solution  de  ce  système.  Les  /,  o,  •]>  sont  des  (oiu- 
tions  rationnelles  parfaitement  déterminées  en  x,  v  el  r. 

Cela  posé,  écrivons  ces  fonctions  rationnelles  en  metlant  pour'  cdcf- 
liricnts  des  lettres  indéterminées,  soit 

F(x,y,z),     $a-,7,r),     T(x,y,z). 

Écrivons  que,  r,  y,  z  désignant  une  solution  de  (A),  ces  liois  fonc- 
tions satisfont  au  sysième  (A). 

Divers  cas  pourront  se  présenter  : 

i"  Il  peut  rester  un  arbitraire  parmi  les  coL'fricieuls,  (picllc  que  snii 
la  solution  (c,  >',  ").  Donc,  dans  F,  fp,  ^^  les  coefficienls  s'cxpiiincnl 
(Ml  fonctions  rationnelles  de  deux  (pianlih's  liées  [)ar  une  ichilion  alg(''- 
liri([ue;  il  en  résulte  cjuc  dans  /*,  cp,  ■.];  les  coeflicients,  qm  sont  drs  loue- 
lions  uniformes  de //,  seront  des  fonctions  doul)lemenl  pi''iio(li(pirs  de  // 
(ou  dégénérescences). 

On  a,  dans  ce  cas,  sur  la  surface,  un  faisceau  de  courbes  de  ^riin- 
zéi'o  ou  un. 

2"  Il  reste  deux  arbitraires.  lu-rivons  alors 

,/;'=  b'(. /•,.!•,  r,  a,  [i), 
y=tl>(.r,y,  r,  a,  ^), 

r'  =  T(.r,j',  r,  a,  ?). 

<)n  peut  dire  ipie  Ton  a  là  l'intégrale  générale  du  systènu'  (A). 
Di'iiv  cas  [xHivcnt  d'ailleurs  si'  [irésenter  ici,  suivant  (pie  ces  ('(pial  ions 
(b'Iinissent  ou  non  un  g/'oupe  de  transformations  biraliouiicllcs  à  (l(>ii\ 
|)arainètres.  Pla(;oiis-nous  d'abord  dans  le  cas  de  la  n(''gali\c. 

I.   Pren(ins 

¥(x,  y,  ;,  a,  [i ),         ^>(x,  y,  z,  a,  '^), 
cl 

F(,/:,  y,  z,  a, ,  |B,  ),      (I)(./;,  y,  r,  a, ,  ;3,  ),      . . . , 
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a,  p  Cl  a,,  pi  avanl  des  valeurs  arbitraires.  Si  Ton  forme 

(>)  V[V(x,y,z,a,[i),^ly,^',y.,.'^,l      ..., 

on  aura  nécessairement  une  solution  de  (A).  Elle  devra  donc  rentrer 
dans  le  type 

(2)  F(x,y,z,oi,,^,),     ..., 

y.2  et  po  ne  dépendant  pas  de  (.  Mais,  ])ar  hypothèse,  la  substitution  ne 
définit  pas  un  groupe  de  transformations;  par  conséquent  on  ne  pourra 
pas  déterminer  y..,,  [3^  en  fonction  de  a,,  [3,  et  a,  [3,  de  manière  que  (1) 
et  (2)  coïncident  pour  tout  point  (x,y,  z)  de  la  surface  S.  En  éga- 
lant (1)  à  (2),  on  aura  donc  nécessairement  une  relation  algébrique 
entre  ,/•,  y,  :;,  et  les  constantes  y..>  et  p.  dépendront  de  la  solution  par- 
ticulière .r,  y,  :  que  l'on  considère. 

Il  y  aura  donc  dans  ce  cas  entre  x,  y,  z  une  relation  algébrique, 
variable  d'une  intégrale  à  l'autre,  et  distincte  bien  entendu  de 

S(x,  r,  :;)  =  o. 

('es  fonctions  d(.'  /  seront  donc  encore  des  fonctions  doublement  pé- 
riodicpies  (ou  dégénérescences).  Considérant  une  intégrale  particulière 
./■,  ^■,  z,  l'intégrale  générale  x',  y',  z'  s'obtiendra  par  les  formules  pré- 
cédentes. On  a  donc  encore  sur  la  surface  un  réseau  de  courbes  du 
i^ciire  zi'/'o  ou  un. 

Nous  désignerons  par  le  cas  D  tous  les  cas  où  il  y  a  un  réseau  de 
courbes  de  genre  zéro  ou  un  sur  la  surface. 

II.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  nous  avons  un  groupe  de  trans- 
formations à  deux  paramètres,  a,  j3,  donné  parles  expressions  F,  <I>,  W. 

Je  dis  que  dans  ce  cas  le  groupe  sera  permutable. 

Les  paramètres  peuvent  évidemment  être  tellement  choisis  que  l'un 
soit  //  ;  nous  écrirons  donc  le  groupe 

x'  =  F(.r,  y,  z,  h,  a). 
y=  (I>(.r,  T-,  ;,  A,  a), 
z'^W{x,y,z,h,y:), 
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et,  d'apros  tout  ce  (jui  précède,  x^  y,  z  désignant  une  inlégrale  (|ii('l- 
conque  du  système, 

'-JI  =  X(.f,7,  z),         '-^  =  Y(x,  y,  z),         j^  =  'L(.r,  y,  z  ), 

les  formules  précédentes  donneront  l'intégrale  générale  de  ce  système. 
I-a  substitution  infinitésimale,  correspondant  à  la  variation  c//  de  //, 
sera 

ex  =  X(x,  y,  z)c/i,  cy  =  Y  (x,  y,  z)  c/i,         oz  =  Z(./',  \-,  z)  o/i. 

Nous  aurons  donc  établi  que  le  groupe  est  permutable,  si  nous 
«''tablissons  le  théorème  suivant:  Etant  donité  le  sysli'mr  (VrijiKiliniis 
diffci-cntiellcs 

§=X(-,7),         ï  =  Y(,r,.r), 

oh  X  c/  Y  sont  des  fonctions  quelconques  de  x  et  y,  si  ce  s\stèntr 
admet  un  groupe  de  transformations  à  deux  paramètres 

x'=Y{;x,y,  h,k), 

une  des  substitutions  infinitésimales  étant 

(  I  )  o.r  =  X(.r,  y)  Ih ,  oy  =  Y  (x-,  y)  c/t , 

le  groupe  sera  nécessairement  permutcdile . 

C'est  ce  quil  est  aisé  d'établir  comme  il  suit.  Ivcprésenlons  par 

( 2)  0,/;  =  X,  (.r,  y)  ok,  cy  =  Y ,  (x,  y)  ok. 

la  seconde  substitution  infinitésimale;  (i)  et  (2)  formant  un  gioupc. 
on  a,  d'après  les  principes  de  M.  Lie, 

X,  ^  +  Y.  Ç-  -  X  Çi  -  Y  ^^  =  aY.  4-  ?Y, 

1  O.c  <)y  J.r  i)y  ' 

a  et  ji  étant  des  constantes. 
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Mais  nous  (l(>vous  écriiv,  craiiU'c  part,  que  le  svslrini'  (r(''(iuali()iis 
(liilcMPiilicllcs  adiiiel  ce  groupe.  Nous  devons  donc  avoii- 


dl  (l.r  ()y     ' 


Sul>slituoiis  aux  o  leurs  valeurs  eorres[)Oridaril  à  la  seconde  sidisli 
lulion;  il  \iendra 

U  (^  X  +  'Ip  \)  =  ^  \,  U-  +  '^  Y  M- 

\  d.c  (h-       )         ÔJC  Oy 


ou 


pareilleineul,  la  seconde  (''(pialion  donnerait 


(-1  ^1  -i-  +  ^  .  -1 ^  ^  —  '  -:r^  =  "• 


Les  éipialions  (V)  ei  (/|  )  monirenL  (jue  a  =  [i  =  o,  ce  qui  revieni  à 
dire,  connue  on  sait,  (jne  le  i;rou|)e  est  pcrniulable. 

Ainsi  noire  surface  S  admet  (sauf  le  cas  ])  )  i//i  <^ruupc  pernin- 
laJile  de  transformations  hirationnclles. 

iNons  sommes  donc  ramené  à  la  conclusion  du  n"  G. 

Nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  résume  cet  alinéa  : 

Si  une  suif  ace  algi'-brique  S  admet  un  i^roupe  fini  de  transfor- 
mations hirationneUes  à  un  nombre  quelconque  de  paramètres, 
di'u.r  cas  peuvent  se  présenter  : 

i"  //  V  a  sur /a  surface  un  faisceau  de  courbes  aiiféhriques  du 
i^enre  zéro  ou  un. 

2"  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  suif  ace  peuvent 
s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  de  deux  paramètres  u  et  c, 
au  moyen  de  l'inversion  de  deux  intégrales  de  différentielles  totales 
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atlacln'r.s  à  la  surface,  soit 


les  P  el  Q  étant  rationnelles  en  x,  y%  z. 

Dans  ce  dernier  cas,  le  genre  de  la  surface  sera  nécessaireinenl  z(''ro 
ou  un;  dans  le  premier  cas,  le  genre  peut  être  quelconque.  L'élude 
conqilète  de  ce  premier  cas  a  été  faite  dans  l'alinéa  précédent,  en  sup- 
posant que  le  genre  de  la  surface  soil  supérieur  à  l'unité. 


IV.  —    Surfaces  rentrant  dans  la  seconde  catégorie  ; 
CAS  ou  les  intégrales  ont  quatre   périodes. 

8.  rVous  allons  nous  occuper  maintonanl  des  surfaces  de  la  seconde 
catégorie,  c'est-à-dire  des  surfaces  pour  lescjuelles  il  existe  deux  inlé- 
grales  de  différentielles  totales 

fPdx  -h  Qdy        et  fp,  dx  -t-  Q,  dy, 

telles  que  les  équations 

P  dx  -I-  Q  dy  --  du, 
P,  dx  -f-  Q,  dy  ==  dv, 

donnent  pour  x,  y  al  z  des  fonctions  uniformes  de  u  el  v. 

9.  Nous  rencontrons  tout  d'abord,  comme  surfaces  de  ce  type, 
celles  pour  lesquelles  les  équations  précédentes  donnent  x,  ^',  r  fonc- 
tions uniformes  quadruplemenl  périodiques  de  u  et  v.  J'ai  étudié  ces 
surfaces  dans  un  autre  travail;  je  rappelle  brièvement  les  résultats  que 
j'ai  obtenus  et  j'y  ajoute  cjuelques  remarques  cpii  me  paraissent  très 
importantes. 

Tout  d'abord  la  surface  doit  être  du  genre  un. 

Journ.  de  Malh.  (4*  série),  lome  V.  —  Fasc.  11,  1889.  2C) 
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Ensiiile  elle  doil  posséder  deux  intégrales  de  première  espèce  liiiéai- 
l'cment  indépcndanles,  soil 

B  dx  —  A  dy  /  B ,  </j-  —  A ,  dy 


r^'^T^  ■■'  / 


y= 


Soil  de  plus  R(x',/,  ;)  la  surface  d'ordre  {m  —  4),  adjointe  i\  la 
urfacc  /de  degré  m.  ('elle  surface  R  =  o  coupe,  en  dehors  des  lignes 
ulliples,  la  surface  y  suivant  une  certaine  courbe  F.  J'ai  ajouté  aux 
nditions  précédentes  la  condition  que  la  courbe  F  soit  unicui'saie,  el 
(ue  cette  courlje  satisfasse  à  l'équation  diflércntielle 


Bf/x  —  Af/)-  ^  o, 

ce  ([ui  entraînera  d'ailleurs  immédiatement  \^^dx  —  A,  dy  =  o. 

Or  M.  Noither  a  fait  la  remarque  que  la  courbe  F  est  nécessairement 
uuicursale,  ce  n'est  même  qu'un  cas  particulier  d'une  proposition 
donnée  il  y  a  longtemps  par  cet  éminent  géomètre,  d'après  laquelle 
une  courbe  «  ausgczeiclinrtc  »  tracée  sur  la  surface,  c'est-à-dire  une 
courbe  par  laquelle  passent  toutes  les  adjointes  d'ordre  {m  —  4),  est 
uécessairemeni  unicursale;  Mais,  dans  le  cas  où  le  genre  est  un,  il  n'y  a 
(pi'une  adjointe  d'ordre  {m  —  4)  et,  par  suite,  la  courbe  F  peul  éirc 
considérée  comme  une  courbe  «  ausgezeicliuete  ». 

TJne  fois  que  l'on  sait  que  la  courbe  F  est  unicursale,  il  est  bien  facile 
de  voir  qu'elle  doit  satisfaire  à  Féquation 

Vidx  —  hdy  =  o. 

Substituons,  en  effet,  dans  l'intégrale 

•^dx  —  Kdy 


P 


n 


à  la  place  de  .x',  j-et  r,  leurs  expressions  en  fonctions  rationnelles  dun 
paramètre,  qui  correspondent  à  la  courbe  F;  il  faudra  que  l'élémcnl  soil 
identiquement  nul,  sinon  on  aurait  mie  inlc-grale  de  fraction  ralioii- 
nelle  qui  devrait  toujours  rester  finie,  ce  qui  est  impossible. 

Si  la  courbe  F  se  compose  de  phisieurs  courbes  irréduclililcs, 
ces  différentes  courbes  seront  unicursales;  nous  les  appellerons  les 
coiu'bes  F. 
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Ainsi,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  se  réduisent  aux  deux 
condilinns  d'aljord  ('iioncées,  et  les  équations 

donnent  pour  x,  y,  z  des  fonctions  uniformes  quadruplement  pério- 
diques de  u  et  i\ 

Nous  ajouterons  (pie,  quand  (x,  y,  z)  est  située  sur  une  courljc  F. 
n  et  i'  ont,  sur  chacune  de  ces  courbes,  une  valeur  constante.  Ap[)eloiis 
(a,  b)  ces  différents  points  qui  sont  manifestement  des  points  d'indé- 
termination pour  les  fonctions  .r,  y,  z  de  «  et  v. 

Nous  venons  de  dire  que,  si  une  surface  était  de  genre  un  et  jjossc'- 
dait  deux  intégrales  distinctes  de  première  espèce,  les  deux  équations 

\  f  P  dx  -h  Q  dy  =  11  —  i/fi, 

(■)  "v:: 

f^'''~l\d.r  +  q,dy  =  ^-~v„ 

1     -^  .I-.,  .v„,  :„ 

donnent  pour  x,  y  el  z  des  fonctions  uniformes  de  u  et  p. 

En  réalité,  si  l'on  veut  être  entièrement  rigoureux,  ce  n'est  pas'tout 
à  fait  ce  résultat  qui  se  trouve  établi,  mais  cet  autre  dans  l'énoncé  du- 
([uel  j'emploie  une  locution  dont  je  ferai  souvent  usage  dans  le  Clia- 
[litre  V  :  x,y,  z  sont  des  fonctions  de  u  et  v  à  apparence  uniforine . 

Il  est  aisé  de  compléter  la  démonstration  et  de  montrer  que,  sous  les 
conditions  indiquées,  les  équations  (i)  définissent  des  fonctions  uni- 
formes de  u  et  (',  pour  tout  l'ensemble  des  systèmes  de  valeurs  finies 
di'  //  et  V. 

Considérons,  en  effet,  la  surface 

et  en  même  temps  le  continuum  fermé  à  quatre  dimensions,  que  nous 
lui  avons  fait  correspondre  uniformément  dans  le  second  Chapitre  ;  et 
concevons  tracées  dans  ce  continuum  les  coupures  à  trois  dimensions 
correspondant  à  la  connexité  du  troisième  ordre  (ou  du  premier,  ce 
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qui  est  idcnlique).  Quand  (x,  y,  z)  décrit  la  surface  sans  francliir  les 
coupures,  les  variables  u  et  v  données  par  les  écpialions  (r)  décrivent 
riutéricur  d'un  certain  polyèdre  P,  limité  manifestement  par  des 
faces  cjui  se  correspondent  respectivement  par  des  substitutions  de  la 
forme 

(u,  r,  //  -I-  w,  e  H-  oj,  ), 

oj  et  OJ,  étant  des  périodes  des  intégrales.  D'ailleurs,  ce  polyèdre  peut, 
(t  priori,  se  recouvrir  lui-même  eu  totalité  ou  en  partie. 

Considérons  maintenant  un  chemin  C  allant  de  (î/q,  P(,)  à  un  autre 
système  quelconque  de  valeurs  des  variables  («,,  c,).  Le  point  (?/„,  r„) 
(^sl  à  TinlV-rieur  du  polyèdre  P;  si  le  point  (w,,  r,)  est  à  Tiulérieur  de 
ce  même  polyèdre,  nous  aurons  en  arrivant  en  (;/,,  r,)  par  le  chemin 
indiqué  nue  valeur  déterminée  pour  (iP,y,  ::).  Si,  au  contraire,  le 
point  (//,,  t'i)  est  à  l'extérieur  de  P,  le  chemin  C  sortira  du  polyèdre 
par  une  certaine /act',  ell'on  construira  le  polyèdre  limitrophe,  et  l'on 
continuera  ainsi  de  suite.  Arrivera-t-on  certainement  en  (m,,  <■,)  après 
avoir  construit  un  nombre  ///;/  de  polyèdres?  C'est  ce  cjue  l'on  démon- 
trera en  raisonnant  absolument  comme  JNI.  Poincar(',  dans  son  Mé- 
moire sur  les  groupes  fuchsiens,  et  même  ici  nous  sommes  dans  des 
circonstances  singulièrement  plus  faciles,  pouvant  raisonner  sur  la  lon- 
gueur de  l'arc  au  sens  habituel  du  mot,  et  toutes  les  substitutions  à 
considérer  étant  nécessairement  paraboliijues. 

Nous  sommes  donc  assuré  qu'en  partant  de  («„,  i,,)  et  allant,  par  un 
chemin  déterminé,  jusqu'en  un  point  arbitraire  (m,,  r,),  les  fonctions 
^ x^y,  z)  se  trouvent  délerminées  ;  ou,  en  d'autres  termes,  il  n'y  a  cer- 
xiinement  pas  de  limites  au  domaine  des  deux  iiariables  indépen- 
danles  u  et  v. 

Ce  point  acquis,  la  démonstration  s'achève  aisément.  Deux  chemins 
quelconques,  partant  de  (//„,  ((,)  pour  al)oulir  en  (?/,,  r,),  doivent  con- 
duire à  la  même  valeur;  en  effet,  deux  chemins  infiniment  voisins  con- 
duisent d'abord  à  la  même  valeur,  puisqu'ils  traversent  la  même  suite 
de  polyèdres,  et,  d'autre  part,  comme  il  n'existe  par  hypothèse  aucun 
système  de  valeurs  tle  u  et  v  dans  le  voisinage  duquel  les  fonctions 
cessent  d'être  uniformes,  ou  ne  pourra  rencontrer  pendant  la  défor- 
mation du  chemin  aucune  liane  de  ramification. 
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Kn  dctînilive,  a?,  y,  z  sonl  l)ien  des  fonctions  uniformes  de  //  cl  c 
dans  tout  le  domaine  des  variables  complexes  illimitées  u  cl  c. 

10.  On  sait  former  les  intégrales  de  première  espèce:  nous  jiouvdris 
donc  supposer  cjue  nous  avons  les  deux  équations 

H  dx  —  A  dy   , 


B.d.r-  —  A.rfy  , 
7: ="  ^"'' 

thmt  on  sait  qu'elles  donnent  pour  x,  y  cl  z  des  fonctions  uniformes 
([uadruplement  périodiques  de  u  et  v. 

■c,y,  j  peuvent  s'exprimer  par  des  quotients  de  fonctions  ciilirrcs 
de  u  et  p,  que  nous  pouvons  supposer  réduites  au  même  dénominateur 

_  Gi(f/,  !•)  _  G,(f/,  I')  G3(/^'^) 

on  pourra  dire  que  Fintégration  des  équations  précédentes  est  faite 
effectivement  si  Ton  peut  former  les  séries  entières  (1,  c'est-à-dire  si 
Ion  peut  former  un  système  d'équations  différentielles  pernuilanl  de 
calculer  de  proche  en  proche  les  coefficients  de  ces  fonctions  entières 
de  u  et  V. 

Nous  nous  appuierons  sur  ce  théorème  que  les  fonctions  (i  peu  veut 
être  regardées  comme  ajjpartenant  à  la  classe  des  fonctions  0  tie  deux 
variables;  je  veux  dire  cjue  pour  un  quelconcjue  des  systèmes  de  pé- 
riodes w  et  co'  on  aura 

G(;/  +  co,  ç  +  co')  =  e««^*''+<-G  (w,  r), 

a,  h^  c  étant  des  constantes.  Ce  théorème  n'est  autre  chose  que  le  liiéo- 
rème  jadis  énoncé  par  Riemann,  et  dont  nous  avons,  M.  l'oincar(''  et 
moi,  donné  une  démonstration,  il  y  a  quelques  années,  que  les  fonc- 
tions quadruplement  périodiques  peuvent  s'exprimer  à  l'aifle  des 
fonctions  0  ('  ). 


(')  Comptes  rendus,  deuxième  semestre  1884. 
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Mais,  avant  de  traiter  la  question  précédente,  il  ne  sera  |)as  inulili- 
dappliqucr  la  méthode  dont  je  veux  faire  usage  au  cas  beaucoup 
plus  simple  d'une  courbe  algébrique  de  genre  un 

/(x,y)  =  n         (degré  m). 

Si  Q(x,y)  est  le  polynôme  adjoint  d'ordre  m  —  3,  réqualion  don- 
nant X  en  fonction  doublement  périodicpie  d'un  parainèlrc  i/  sera 

■'y 
Monti'ons  comment,  en  posant 

^~  G(«)' 

G  et  (1,  étant  des  fonctions  holomorphcsdc  ?/dans  tout  le  plan,  appai- 
tenant  à  la  classe  des  fonctions  0,  on  pourra  obtenir  deux  équations 
donnant  G  et  G,. 


Si  Ton  jiose 

ou  aiiia 

1(1/  +  w  )  =  "/.(a)  -+-  a, 

K(u  +  w'  )  :=  ''^(")  +  '^ 

(o  et  w'  ('tanl  les  deux  périodes,  a  el  b  deux  constaules. 

Donc  A(;/)  sera  une  intégrale  de  seconde  espèce  de  la  courbe/.  Or, 
ici,  cette  intégrale  ne  deviendra  infinie  (jue  pour  x  =  x;  on  aura  donc 


Xn)=.f'^^^^ 


./■; 


P(./;,  j')  étant  un  polynôme  de  degré  (m  —  i  ).  Il  nous  faut  déterminer 

le  polynôme  P.  Nous  aurons  d'abord         ; conditions  exprimant 

(pie  la  courbe  F  :=  o  passe  par  les  points  doubles  de  /,  jniis  nous  de- 
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VOUS  écrire  (|uo  dans 

/; 

le  développement  suivant  les  puissances  descendantes  de  x  (pourx- 
très  grand)  ne  contient  pas  de  terme  en  ->  condition  pour  (jiie  l'in- 
tégrale 'k(u)  soit  de  seconde  espèce. 

On  aura  ainsi  (m  —  i)  conditions  (non  pas  m,  parce  que,  la  somme 
s  résidus  devant  être  nulle,  il  suffit  d'écrire  la  condition  pour  n>  —  i 
les  branches  à  l'iiifini  ).  De  plus,  la  fonction  Gi(ii)  ou 


c^         ,  c  est-a-dire  c         "    '      , 
est  uniforme. 

Ov  soil,  pour  une  quelconque  des  branches  de  la  courbe  à  l'infini,  le 
développement  pour  x  très  grand 

on  aiH'a 

JHk) <lii  =  f{  A.r  +  B  +  ^  +  . .  .  )  f/«, 

et  cette  intégrale  doit,  pour  la  valeur  de  a  correspondant  à  x  =  x.  avoir 
un  résidu  égal  à  l'unité. 
Il  suffit  de  prendre 

A  /  X  du         ou         A  /   ^'     y > 

dont  le  résidu,  pour  ./;  =  -x^,  est  de  suite  calculé,  soit  pour  une  des 
branches  à  l'infini 

,.,  —  ~i  ..    ~r     •  •  •  1 

jy  X  X- 

donc  la  partie  devenant  infinie  dans  /  X(  m)  du  sera  Aa  logx'. 

On  devra  par  conséquent  avoir  Aa  =:  —  i ,  et  Ton  aura  m  relations 
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aiiiiloijiies.  Nous  avons  donc  en  loul 


m  (m  —  3)                                                           m  {m  +  i) 
\-  m  —  \  +  m         ou I 


équations  pour  déterminer  le  polynôme  P  d'ordre  m  —  i .  Or  le  nombre 

des  coefficients  entrant  dans  ce  polynôme  est  - — ;  il  restera  donc 

une  arbitraire,  ce  qui  a  priori  devait  être,  puisque  les  polynômes  G 
sont  seulement  déterminés  à  un  facteur  près  de  la  forme  c°"''+P"+t,  et  par 
suite  X(m)  à  une  expression  additive  près  delà  forme  iom  -\-  p. 

Nous  connaissons  donc  le  polynôme  P(x,jk),  et  nous  pouvons  écrire 

puis(]ue  Ton  a 

G(u)  =  e-'    •'«"•' 
L'équation  (i)  avec 

dx  _       t"y  .  G, 

^-^Q(^'         o"         •■^■-G' 

donne  les  deux  équations  auxquelles  doivent  satisfaire  G  et  G,  fonc- 
tions entières  de  u. 

.11.   N<nis  allons  voir  cjue  l'on  peut  suivre  une  voie  analogue  pour 
l'intégration  des  ccjuations 

Il  s'agit  de  foi'merc|uatre  équations  pour  avoir  lesfonctions  G  entières 
en  u  et  f. 

.l'envisage  la  fonction  IogG(M, i^');  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

j 'k(ii,i')dii  ^  tj.(it,v)  dv, 

X  el  a  étant  des  fonctions  uniformes  de  u  et  c. 
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En  posant 


rfG 

.}G 

du 

<h- 

A=    ^.    , 

1"=   G' 

Jonc 


a(//  4-  eu, r  -+-  m' )  =  '/.[u, r )  +  a  ) 

(      («,  b  ctaiil   (les  coi)sliinl<'s), 

(Ml  flôsignanl  par  (oj,  w')  un  système  de  périodes. 

Par  consckjuent,  A  et  [j.  sont  des  intégrales  de  différentielles  lolales 
attachées  à  la  surface /(a;,  y,  z)  =  o. 

De  plus,  ce  sont  des  intégrales  de  seconde  espèce,  car  elles  ne  pen- 
venl  avoir  aucun  infini  de  nature  logarithmique. 

Pour  quelles  valeurs  de  {x,y,  z)  les  inlc'-grales  de  seconde  espèce  A  et 
;x deviendront-elles  infinies?  Ce  sera  évidemment  pour  les  valeurs  de 
(./•,v,;)  correspondant  à 

G(//,  1-)  =  o; 

or,  pour  toute  valeur  de  u  et  c,  satisfaisant  à  cette  relation  et  dilïV-- 
rente  des  valeurs  (a,b)  d'indétermination  (fin  du  u"  9  ),  une  au  moins 
des  quantités  x,  y  sera  infinie;  d'autre  part,  les  valeurs  («,/>)  corres- 
pondent aux  courbes  T.  l\ir  conséquent,  A  et  ja  ne  deviendront  infinies 
que  quand  le  point  {x,y,z)  sera  à  l'infini  ou  sur  une  courbe  P.  On  en 
conclut  (jne 


[x(«,c)=  j 


les  P  et  i)  étant  des  polynômes  en  x,y,z;  K  ne  figure  (pi'au  carr 
dénominateur,  car  les  courbes  F  sont  des  courbes  polaires  simple! 

Comme,  d'autre  part,  en  employant  les  coordonnées  homogènes  x 
r,  ::,  /,  la  courbe  t  =  o  est  aussi  une  courbe  polaire  simple,  on  en  con 
(•lut  ([ue  P  sera  de  degré  m  -+-  ■i{rn  -  4)  ou  3m  -  8  en  .r,  r,  z  et  d. 
degré  Wm  —  9  en  x  et  j;  pareillement  Q  sera  de  degré  3«/  —  8,  eu  .r 
y,  z  et  de  degré  ?,in  —  9  on  y  et  r. 

Nous  chercherons  donc  les  intégrales  de  seconde  espèce  lin<'airemeM 
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indéponclaiites;  les  degrés  éUmUiiiiilés,  il  if  y  aura  nécessairemeul  .iu"iim 
nombre  limité  de  telles  intégrales,  et  l'on  devra  pouvoiren  trouver  deux 

A  el  [JL,  telles  ([ue 

\  du  -I-  [J.  di- 

soil  une  différentielle  exacte,  ou  encore 

\^dx  +  [X,  <:/)/, 

en  posant 

-,         BX  — A|x  R,),  —  A,.x 

X,=  ^>  (J..  =  jr 

Il  faut  écrire  maintenant  que,  dans 

la  |)éri.Kle  polaire  correspondant  à  la  courbe  à  l'iulini  /  :^^  o  <■(  aux 
courbes  r  est  égale  à  2-f. 

Tous  ces  calculs  pcuveni  être  effectués  et  Ton  peut  ainsi  obtenir  sous 
foi-mes  (Vintégrales  de  dilTérentielles  totales  les  expressions  À (;/,p)  et 
a(;/,rj;  (''crivous  donc 

f/logCi(  ;/,r)  =  A^/;/  +  \xdv, 
et,  ])ar  conséquent,  on  aura 

-4^^  =  9(Ci,G,,Go,G3), 

^1,     =7/.G,G,,Go,(t;,), 

o,  'I  et  7  étant  des  fonctions  rationnelles  connues  de  ,r,  j,  ;=  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  des  fonctions  bomogènes  de  degré  zéro  en  G,  G,,  G., 
(13.  D'ailleurs  on  tire  des  équations  différentielles 

-^  =  ^^+A(G,G„(.„G3), 

^gG,  _  <MogG  +  B(G,G. ,(;..,(;.), 

(Je  ar 
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A  et  B  olanl  encore  des  fondions  rationnelles  connues,  analogues  à  o, 
'|,  •/  el  (leu\  aulres  é(|nalions  analogues  relatives  à 

f}logG,  dlogG, 

du  dr 

On  aura  ainsi  un  système  d'équations,  qui  déterminent  les  fonc- 
tions G,  G,,  G,  et  G.|,  fonctions  holomor[)hes  de  u  et  r  ])Our  ton  les  les 
valeurs  finies  de  ces  varialîles. 

On  voit  donc,  sans  approfondir  davantage  la  question,  coinnienl  des 
deux  écjuations  initiales  on  pourra  tirer  des  équations  donnant  les 
numératcui's  et  le  dénominateur  de  .r,  y-  et  ;.  Ainsi  se  trouve  réalisée, 
par  la  considération  des  dill'éreutielles  totales  de  seconde  espèce,  la 
formation  de  ces  écjuations,  que  M.  Weierstrass  annonce  sans  détail 
avoir  prises  comme  point  de  départ  d'une  de  ses  méthodes  d'inversion, 
au  moins  clans  le  cas  des  intégrales  hyperelliptiques  (Journal  i/r  Crr/le, 
1.  47,  p.  297  :  Théorie  des  fonctions  abélicnncs). 

V.—    C\S   ou    LES    INTÉGRALES    ONT    TROIS    PÉRIODES. 

12.  Nous  venons  d'étudier  les  surfaces  pour  les(juclles  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  s'expriment  par  des  fonctions  quadru])le- 
ment  périodiques  de  deux  paramètres.  Mais  les  surfaces  précédentes  ne 
sont  évidemment  pas  les  seules  rentrant  dans  la  seconde  catégorie,  c'est- 
à-dire  pour  lesquelles  on  pourra  par  l'inversion  de  deux  intégrales  con- 
venables 


/ 
/ 


Pf/./;-h   (^ '(}'-=  u 
P,</,/+(),r/y=r, 


tirer  .c,  y,  z  en  fonctions  uniformes  de  u  et  i-. 

C'est  de  ces  dégénérescences  que  nous  allons  maintenant  nous  occu- 
per. Le  premier  casa  examiner  est  celui  où.i,  j',  g,  donnés  par  les  équa- 
tions précédentes,  seraient  des  fonctions  triplement  périodiques  de 
u  et  V. 

On  peut  remarquer  d'uhord  que  la  surface  sera  néressaireiiiciil 
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(h'  irciirc  zéro,  car  aiilremenl  on  aiiiall  une  inlciiTalc  double 


// 


q{œ,y,z)d.rdy 

T.         ' 


reslaiil  Idiijoui's  finie;  or  celle-ci  pi'iil  s'c'crire 


ffF(u,i)dudv, 


F(w,  i)  olaiil  une  fonction  nnifornie,  Iriplcment  périodique  do  u  et  v. 
(  )v  mie  lelle  fonclioii  ne  |>eut  être  une  fonction  entière  de  u  et  r;  finté- 
i;iale  nr  jieiit  donc  ii'sler  loujours  finie. 

15.  Avant  (falhM-  plus  loin,  arrêtons-nous  sur  quelcpies  surfaces 
particulières  pour  lesquelles  les  coordonnées  .r,  y,  ::  d'un  point  ([uel- 
con(jue  s'exprimeront,  comme  il  vient  d'être  dit,  par  des  fonctions 
triplement  périodi(pies.  Un  premier  exemple  nous  sera  fourni  par  le 
système  bien  connn,  considéré  par  Rosenhain;  je  le  prends  sous  la 
loiiiie  i\uc  lui  ont  donn(''e  Briot  cl  Bouquet,  dans  leur  Théorie  dos 
foiiclioiis  ellipliqiirs  (p.  "ioi). 

En  posant 


\u  =  v(i  —  ir  ){\  —  k'ir)^ 


•s  (W\\\  l'ipiations 


du 
\7/ 


()'(a)     ,     /,-X  («)).' («)«-"!  du 


':-l{a)l'{a)a-~\  du 
I  —  A- ),-(«)  «- J  Su 


=  dx, 

f)(«)     '     I  —  k'-'/.'-{a)  (•- 

di 

dy 


délinissentdeux  fonctions  u  et  c  de  .r  et  j',  et  les  deux  fonctions  //'--+- 1- 
et  //-(•-'  sont  des  fonctions  ituiformes  de  ces  variables.  Ces  fonctions 
sont  liiplenient  périodiques,  et  l'on  a  le  tableau  suivant  de  périodes 

conjui;uées  : 


Pour  .r, 
Pour  y. 


o, 
T.i, 


■2  Tt  ai 


Les  fondions  [x'UM'ut   êti'c  obtenues  à  l'aide  des  fonctions  0  d'une 
\aiiable,  elles  sont  de  oins  IVadions  rationnelles  de  «-■'. 
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(■(\s  résullals  rappelés,  je  poserai 

u-  =  Ij,         i-  =  V; 

les  équations  précédentes  deviennent,  en  remplaçant  x  ely  par  -  et  -> 

dU  dV  , 

dx, 


^/U(,-u)(i-A-=uT      v/v(i  -  V)  (.  -  A-n-) 

6' (a)         /.-^  ),(«))/ (a)  U 


K«)  1  — A-/.-^(«)U 


\/U(.-U)(.-/.aM 


qui  donnent  pour  U  +  V  et  UV  des  fonctions  uniformes,  triplement 
périodiques  de  x  oAy^  le  Tableau  des  périodes  étant  ici 


2C0          ()            2  0J  , 
O  2-1       ' 


à  un  système  de  valeurs  de 


U,     v'UCi-UjCi-A-ai),     V,     v'V(i- V)Ci-A--V) 

ne  correspondra  qu'un  .S7'«/  syslèuic  de  valeurs  de  x  l'iy,  aux  périodes 
près. 

Considérons  maintenant  les  équations 

X  =  U  +  V, 
Y  =  UV, 


Z  =v/U(i-  U)(i-A-=0)  +  s/V(r-V)(i-A-^V); 

elles  définissent  une  certaine  surface  F(X,  \  ,  Z)  ^  o. 

A  un  point  arbitraire  de  cette  surface  correspond  un  sysLème  de 
valeurs  de  U  et  V,  et  des  déterminations  parfaitement  déterminées  des 
deux  radicaux 


vU(i  -  U)(i  -  A-^U  ),     v'V(i  -  V)(i  -  A'V), 
par  conséquent,  à  un  puinl  arhiliriirc  <lr  la  surface  F  correspond 
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un  -seul  ■sy-'ilùmc  dv  râleurs  de  x  et  y,  aux  périodes  près.  De  plus  X, 
Y,  /   sont  des  foiieliniis   uniformes   triplement  périodii^ues  de  x 

'•I  y- 

X  ci  y  s'('\[)rim('iil  par  des  iiiLcgrales  de  différentielles  totales;  on  a 


Tp  fi\  +  o  d\  =  X, 
fp,dx  +  q,d)[=.y, 


les  I'  fli)  ('■liiiil  ralioiincllcs  en  \,  \  ,  Z.  De  ])lus,  la  première  de  ces 
iiitéi^rales  sera  de  première  espèce;  ainsi  la  surface  V  possède  une  in- 
tégrale de  pjeniière  espèce. 

Faisons  ./-^consl. ,  nous  aurons  sur  la  surface  une  famille  de 
couriies;  celte  famille  sera  algébrique,  car  elle  sera  donnée  parl'équa- 
lidii  d'IùdiM' 

d}j (T^ _ 

V/U(i-U)(i— A-=U)         v^V(i— V)(i-A-=V)  ~  "' 

ddiil  rinléîirale  est 


(  ,  )  ^^'('-^>(--^7_l^.V^,y'-">^'-^-^^)  =  const. 

(]ell('  famille  de  couri)es  sera  du  genre  zéro,  puisque  X,  \,  Z  sont 
des  fonelions  ralionnriles  de  e^'. 

En  remplaçant  dans  (r)  U  et  V  par  leurs  valeurs  en  X,  Y,  Z,  après 
avoir  élevé  au  carn'',  on  a  de  suite 

(  '  )  ^ (7^7-^yF =  '■''"'^-  =  ^• 

('liciclions  rinlerseclion  du  réseau  de  surfaces  qui  précède  avec  F. 
(  ]e  réseau  coupe  F  suivant  une  courbe  qui  a  pour  projection  sur  le 
])lan  des./,)-  la  courbe  du  (pialrième  degré 

À- ( I  -  /.-  Y ) '■  +  2  A (  r  -  k-  Y  Y  [(  I  +  A- ) 2  Y  -  X  -  k^ XY ] 

•H-(X='-4Y)(f-/.'-'Y)=  =  o; 
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d'où  daliord 

I  -/r'Y  =  o. 

et  la  conique  variable  avec  \ 

A2(i  _  A-=Y)^^+  2>  \i(i  +  lr)Y  -  X  -  rXY|  +  (  V  _  ',  Y  >  =  o  : 

elle  passe  par  le  poinL  Y  =  o,  X  =  À. 

Nous  allons  donc  pouvoir  exprimer  X  et  Y  en  t'onclion  lalidiiiirllc 
de  À  et  d'un  paramètre  0;  on  aura  donc  certainemeni,  pour  la  cKiirhc 
cherchée, 

X  =  P(À,  0), 

Y=Q(A,  0), 


Z=v/R(X,0), 

P,  Q  et  R  étant  rationnelles  en  X  et  0. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin.  Reprenons,  en  ellét,  la  leiation  d'l"]nlci\ 
sous  la  forme 


V/U(i-U)(i-A-='U)         y'V(i-V){i-A-^V)        v/>>(i-X)(i-/,-^)a 


ou 


-  _  rv/u(i-V)('-A--v)  +  v/V(i-u)(i-/.ai)1' 
'^  -  [  ,_r-uv  J  ' 

ou  encore,  comme  il  a  été  déjà  écrit, 

7.  _  z^+(i  +  /^-r-\)(X^-4V) 
{t  —  k'-xy- 

ce  c^ui  donne,  par  conséquent, 

dl 


p  d\  +  Q  cH 


^/),.(,_X)(,_/,-2X) 

où  A  a  la  valeur  précédente,  l'onction  l'ationnelle  de  X,  \  d  /:  ci.  |)ai' 
consécjuent,  \1\(\  —  A)(i  — /f-X)  sera  aussi  une  l'onction  lallouncllc 
de  X,  Y  et  Z. 
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On  lii'c  (le  là  iiiic  consLMUif iicc  intéressanle.  Le  réseau  (  i)  coupe  la 
surface  suivanl  une  certaine  courbe  variable  avec  }^,  qui  doit  se  décom- 
poser en  deux  courbes,  et  ces  courbes  correspondent  aux  deux  déler- 
minalions  du  radical  \/''k(i  —  X^fi  —  /.-A);  elles  sont  symétriques jiar 
ra|)porI  au  plan  des  .vy. 

Doiu'  ou  auia,  pour  les  expressions  de  X,  \,  /eu  {'onction  de  A  et  0, 

\=  l'(A,  0), 

V  =<.)(.  A,  0), 


s  étant,  comm(>  P  et  (^,  rationnelle  en  A  (^t  0;  et  de  tout  ci'  (pii  pri'eèdc 
il  résulte  (pie  X,  \/'k(i  —  A)(i  — 'A- A)  et  0  sont  fonctions  rationnelles 
de  \,  Y  et  Z. 

11  y  a  doiu-  sur  la  surface  :    i"  mi  réseau  de  coui'bes  du  genre  zéro; 
2"  un  réseau  de  courbes  du  i;cni'e  un,  correspondant  à  0  =  const. 

li-.  Le  l\pc  ([ue  nous  \cn()ns  d'examiner  est  manifestemenl  une  dé- 
générescence du  cas  géu(''ral  abélieu;  ayani 


Al/  —  \/(ii  —  a,)  (u  —  a.,) . .  .(u  —  a^), 
les  équations  a])éliennes  sont 

—    4-   —    =  'If, 
Il  du        cc/r  , 

or,  si  Ton  suppose  que  a,  =  a,.  =  l>,  on  a 

du  di' 


(u  —  h)\/{it  —  a,)...(ii—a;,)         ((•  —  />)v/(  (•  —  c?,  )...(('  —  aj 
Il  du  (v/c 


(«  —  b)ii/{u  —  a^).  .  .(u  —  «4)         (('—  6)\/( ('  —  «,)...(('  —«4) 


=  t/./., 

=  dy. 
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(J'csl  le  cas  étudié  par  Rosenhain,  et  fjni  nous  a  couduil  à  la  classe  |)ré- 
cédcnle  de  surfaces. 

Peul-nu  aller  plus  loin?  Soil  f/.,  =:  a .,  =  c;  nous  aurons  le  syslènie 

1'  du  dv  j 

{a  '-b)(u  —  c)\l(i(  —  a^){ii~a,)         {v  —  h)(v  —  c)07^  «iX'' —  "2) 

I "'^"  ^ 'f'  =  dy, 

[{„^b){it  —  c)\/{u  —  a,){u  —  a,)         (('  — (!>)(e  — c)v/(e  — fli)(''  — «2) 

qui  donnent  encore  pour  it  -+-  v  et  «r  des  fonctions  uniformes  de  .r  et  )'. 
Il  y  a  seulement  ici  deux  périodes,  la  période  cyclique  «'exprimant  à 
laide  des  périodes  polaires. 

Nous  trouvons  donc,  comme  dégénérescence  à  trois  périodes,  le  seul 
cas  de  Rosenhain. 

lo.  Revenons  maintenant  d'une  manière  générale  aux  surfaces  pour 
lesquelles  les  coordonnées  s'expriment  par  des  fondions  uniformes  de 
deux  paramètres  au  moyen  de  l'inversion  de  différentielles  lolales. 
Soit 

(i)     r  /(.r,  )-,;)  =  o,      soit  ,)-=-[;.('//,  i-), 

ifl\d.r  +  0,dy=..,    \  (   ,^, ,,,,,). 

Il  est  évident,  d'après  tout  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  que 

7.(1!  +  //,  1-  +  k) 
est  une  fonction  rationnelle  de 

1(11,  t'),     [J.(«,  r),     v(m,  p),     A(/<,  A),     [/.(//,  A),     v(  //,  A), 

quels  cjue  soient  u,  c  et  /«,  A;  pareillement  pour  ij.  et  v.    Par  suile, 

X( —  u,  —  i^)  est  fonction  rationnelle  de  X(«,  r),  [jl(m,  r),  v(//,  r). 

Cela  posé,  supposons  que  les  intégrales  (i)  aient  trois  couples  de  |ié- 

riodes  : 

O),,       co.,,      co^, 

U,,    IJ„     u„ 
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cl  siniposoiis  ([lie,  parmi  t'os  périodes,  se  li-oiive  au  iiidins  une  ijériodr 
polaire,  correspondant  à  une  certaine  courbe  loj:;antluni(jue  C 
Soit  oj.,  U.  ce  couple  de  périodes.  En  elTecluant  sur  it  et  v  une  suhsli- 
lulion  linéaii-e,  on  peut  supposer  c{ue  le  Tableau  précédenl  soit  de  la 
Ininir  trouvée  dans  le  paragraphe  précédent  : 


2W 


■2-1 


2C0  , 
il -ai 


Ceci  posé,  je  considère  les  deu\  équations 


V  dx  +  ()  dy  = 


dV 


dV 


(2)    .  1',^/.,-+-  ()>dv  = 


v/u(i  -  u )  (I  -  /.'V)      s/V(i  -  V)  (I  -  /.-n  )' 

0'(V/)         A'A(a)l'ia)Ln  rfU 

H^)  "^  i-/.-o;^t«)uJ  y/u(,_u)(i-/.^U) 

.[  r_  '^«i        1  d\ 

\  l       ^(c)        '"  \  v/V{i— V)(i  — Â-'-V)' 

I^Ues  (loniieut  [khu'  •':,_>',  :;  des  fondions»  uniformes  des  coordonnées 

\,  ">  ,  Z 

delà  surface  F(  \,  \,  Z)  ipie  nous  venons  d'étudier;  cl  réciprotpie- 
inent  \,  ^  ,  Z  sont  des  fonctions  uniformes  de  .r,  j',  :;.  Tout  cela  est 
('vidcnl,  ///ai-s  rc/Zr  //■ff/i-sfo/'/iiatio//,  que  nous  pom'oiis  appeler  huiin- 
fi)rnie,  est-elle  hiralionnelle?  (^)uand  il  s'agit  d'une  courbe  algé- 
l)ri(pic,  la  r(''ponsi'  est  toujours  affirmative;  uue  liaiisforinatioii  hira- 
liuiiiielle  est  toujours  hluni foriue  :  c'est  un  théoième  ([ue  nous 
(■'tabliiiius  dans  uue  Xote  à  la  fin  de  ce  Chapitre.  ÎNIais  il  en  est  tout  au- 
Ircmcut  [xnir  les  surfaces,  et  Ton  trouve  aisément,  pour  le  cas  de 
dcuv  vaiiables,  des  transformations  biunifornicg  cpii  ne  soient  pas 
birali(nnielles.  11  suffir'a  de  citer 


Xr'^= 


a  correspondance  donnée  par 


d  où  se  tire 


Y  = 


X  = 


x  e 


la  transformation  est  hiuni forme,  mais  non  hiratiounellr 
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lùudionsdonc  le  système  (  2  ).  V  élanl  arbitraire,  (|uaiKl  TJ  leiid  vers 

TT^-; — ;'  Ic  Tadical  avant  un  siiiiio  convcnalde,  la  iKTidde  iiolaiic  csl 
/.-l-{a)  •'  "  'Il 

ijoiir  (•  é'jale  à  +  2-/.  Donc,  quand  U  tend  vers  ,.,,., — r^  le  radical  Al 

ayant  un  certain  signe,  (juels  cjuc  soient  d'ailleurs  V  et  AV,  (.c,y,  z) 
tendra  vers  un  point  de  la  courbe  logarilbmique  (^. 

Supposons  maintenant  que  U,  après  avoir  décrit  un  lacet,  rexirinic 

on  ,.,-   , — -  avec  l'autre  détermination  de  Al J,  /loi/s  nou^'oiis  cn'oii-  à 

craindre  rpie  ce  svstème  de  U  elAU  corresponde  à  une  singulaiilé'  rs- 
senlielle  des  fonctions  ,r,  y,  z\  nous  allons  montrer  f[u'il  n'en  est  rien. 
Va\  di'signant  par  I  et  I,  les  premières  valeurs  des  intégrales  eu  li 
(pii  ligurent  dans  le  second  membre,  et  pareillement  ])arJ  et  .1,  les  inté- 
grales relatives  à  V,  ces  seconds  membres,  (pii  l'iaiful  piiuiitiNcmenl 

I-t-J      et      li  +  .l,, 
sont  de\euus 

A-1+.1,     A,  _],+.),, 

A  et  A,  désignant  deux  eousiautes.  Donc  A(A  —  I  +  .1  )  s'exprimera 
en  fonction  rationnelle  de 

A(  I  +  .l,  !,  +  .!,  ),       a^l  +.1,  I,  4-.I,  ),      v(  I  4-.I,   I,  -F.l,) 

et  de 

A(J,J,;,      [v.(.l,J,),      v(,l,.l,); 

[)ar  conséquent,  pour  les  valeurs  de  x,  y,  z  correspondant  à  la  secdiide 
détermination  du  radical,  nous  somnu^s  ramenés  aux  valeuis  de  ces 
fonctions  corrcsp(Mulanl  à  la  première  détermination  du  radical.  Il  u'\, 
avait  pas  de  singularité  essentielle  dans  le  premier  cas;  il  n'y  eu  aura 
donc  pas  dans  le  second . 

Il  suit  de  là  (pie  x',  y,  z  sont  des  fonctions  l'alionUelles  de  X,  V,  Z, 
et  nécessairement  aloi'sX,  Y,  Z  fonctions  ratioimelles  de,r,  >',  z,  puisque; 
la  transformation  est  biuniforme. 

Ainsi  :  Dans  le  cas  où  les  intégrales  (1)  ont  trois  périodes,  et 
parmi  celles-ci  au  moins  une  période  polaire  eoi'respondant  à  une 
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coiirhc  lo'j;(irilhitn(jirc,  on  .est  assure  que  la  surface  f  vorrcspuiul 
poiid  par  poiii.l  à  uni'  surface  rcnlraiil  dans  le  type  F  chulic prrcé- 
(Icuiinenl. 

On  pcul  encore  dire  qne,  [)Our  lit  surface  _/",  lescoortloniiéespenvenl 
s'e\2)riiner  en  fonctions  rationnelles  de 


À,     \^a'k''  +  bX"  -^  r  A- -H  d\  +  <?,      0^ 

A  el  0  étant  deux  paramètres,  cL  cela  de  telle  manière,  que  0,  \  et  le 
radical  soi<Mil  inversement  des  fonctions  rationnelles  de  -X',  y,  z.  La  sur- 
face F  est  un  exemple  d'une  telle  surface,  mais  il  n'est  pas  difficile  d'en 

iTDUver  di'  liicu  plus  sim[)les. 

I(j.  Prenons  eu  effet  une  surface  du  (lualrième  deuiè  aNaut  deux 
droites  doubles,  ne  se  rcucouliant  pas.  Elle  satisfera  aux  conditions 
précédentes;  soient  en  elfet  D  et  D,  ces  deux  droites  doubles. 

Tout  plan  passant  par  D  coupe  la  surface  suivant  une  couicpie  ayant 
un  point  douljle,  c'est-à-dire  suivant  deux  droites.  Prenons  un  lé- 
Iraèdi'e  de  riMérenee  dont  les  arêtes 

X  =  O,  V  =^  O  (ît  ;  =  O,  /  =  o 

seront  les  (h'oites  douilles  de  la  surface. 
L"é(pialiou  de  celle-ci  sera  aloi's 

Vx-  -+-  Q.r  v  +  \\y-  =  o, 

P,  (^)  cl  il  étant  liomoyèues  et  du  siuoud  dei;ré  en  r  et  /. 
Faisant  /  =  i ,  nous  aui'ous  récjualiou 

(A;-  -f-  \\z  -f-C)x-- 

-h  (A'^-  -r  \Vz  +  C  ).xy  +  {X"z-  -h-  Wz  +  C")y-  =  o. 

Soit 

/=  A.r; 

la  section  scia  formée  de  deux  droites  parallèles  dont  les  é(piiitionsser(inl 
de  la  forme 

r  =  cp  (X,  v'a  A  ■'  ■+-  hk'-'  -+-  c  A-  -h-  rCk  -t-  f), 
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-j  ('"lanl  ralionuclle  par  rapport  à  A  el  au  radical;  celui-ci  porlc  sur 
uu  polynôme  du  quatrième  degré,  d'ailleurs  arbitraire.  Aiusi  .r,  )-,  r  se 
Irouvent exprimés  en  fondions  ralionnelles  de  x,  Ad  de  la  racine  carr(''(' 
(Tun  polynôme  du  cpialrièmc  degré  (>n  k. 

Réciproquement,  à  un  point  arl)itrairc  de  la  surface  ne  corresjxnid 
(piune  valeiu'  de  A  et  du  radical. 

Coinmcnl  pouri-a-l-on  rcconiiailrc  si  une  surface  donnée 

/(,r,  r,  :)  =  o 

renlie  dans  la  classe  des  sui'faccs  précédcules? 

Tout  d'abord  elle  doit  être  du  genre  zéro,  et  doit  avoir  une  intégrale 
de  piemière  espèce,  soit 

r  B  d.r  —  A  dy 

.1       TV       ' 

(pie  l'on  pourra  foi'mer.  L'intégrale  générale  de  r(''(piali()n 

(  I  )  Bdx  —  A  dy  =  o 

(!('\ia  èlre  algébritpie;  on  sait  d'ailleurs  ipi'elle  sera  de  la  foi'nn' 

\\(x,y,z)=l, 

Il  étant  rationnelle.  Il  devra  y  avoir  deux  courbes  mobiles,  du  geuic 
zéro,  d'intersection  de  ce  faisceau  avec  la  surface. 

Il  faudrait  trouver  R,  c'est-à-dire  savoir  reconnaître  si  l'équation  (i  ) 
admet  ime  intégrale  algébricpie.  Ici  peut  intervenir  1res  utilemeni  la 
considération  des  cycles  linéaii-cs  de  la  surface. 

Le  nombre  des  cycles  effectifs  d'une  surface  dont  les  coordonnées 
s'expriment  uniformément  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  0, 
et  en  fonctions  doublement  périodicjues  d'un  second  paramètre  //.  esl 
évidemment  égal  au  nombre  des  cycles  distincts  dans  le  plan  de  la  va- 
riable u,  c'est-à-dire  ég'al  à  deux.  Réciprocjuemenl,  si  l'on  a  constat*'' 
que  le  nombre  des  cycles  de  la  suiface  donnée  est  égal  à  di'u\,  l'iiitc'- 
grale  de  première  espèce  aura  seulement  deux  [)ériodes,  et  alors  l'é- 
quation (i)  aura  nécessairement  son  intégrale  algébrique. 

On  peut  encore  recourir  à  une  autre  considération  (pii  dispensera  rie 
faire  l'étude  des  cycles  linéaires.  La  surface  doit  avoir  deux  intégrali's 
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(lisliiiclcs  (le  seconde  esj)èce,  cl  deux  senlenieiil.  On  cliercliera  (l(»iie 
les  inl(''gralcs  de  seconde  espèce  de  la  surface  proposée;  s'il  y  en  a  (Icii.r 
dislincles,  on  sera  assuré  que  la  surface  possède  deux  cycles  liui'aires 
<'llécrd's,  d'après  le  ihéorèmc  démontré  au  Chapitre  II,  que  le  nombre 
ties  iuléj^ralcs  de  seconde  espèce  est  égal  à  celui  de  leurs  périodes. 

17.  ^'ous  avons  précédemment  supposé  que,  parmi  les  ti'ois  périodes, 
il  A  avait  au  moins  une  p(''riod(^  polaire.  On  ])eut,  a  priori,  se  demandei- 
s'il  ne  pourrait  arriver  cpie  les  deux  intégrales  fussent  de  seconde 
espèce,  en  possédant  toujours  trois  périodes. 

\f)us  allons  voir,  par  une  marche  indirecte,  que  celte  circonstance 
iir  peul  se  |)résenter. 

I',cii\(nis  les  deux  é(|nalions 


f 


lOiil  dahonl.  quand  ( ./;,  y,  z)  teiidi'a  vers  un  point  dune  coui'hi- 
il  i<''(luclil>lr  C,  pour  laipu'lle  u  et  r  sont  inlînis,  le  rapport  -  tendra 
\ei's  une  eonslante,  iud(''p(Midaute  de  la  position  du  point  sur  cette 
eourlie.  Si,  en  cllel,      variait  a\ec  la  jiosition  du  point  (.<•,  )',  :;)  sur  la 

(•nuil)c  (i,  (piand  //  et  c  augnu^nleraienl  indéfiniment ,  le  rapjxirt  -  leu- 

daiil  \i'rs  une  cerlaine  limite  ilailhnns  arbitraire,  ■i',y,  z  tendraieni 
\ers  des  valeurs  déterminées,  et,  par  conséquent,  a?,  y,  :  seraient  des 
Inueliniis  lalidunelles  tie  it  el c;  les  intégrales  n'auraient  pas  de  pi''- 
l'Kides. 

(  lela  dit,  consiilérous  un  cas  particulier  diincrsion  de  deuv  iuli'- 
giales  de  seconde  espèce.  Prenons,  à  cet  eiTet,  les  deux  ('-([uations 

^- '-^ =du, 


a:  dx  y  dy  , 


^oc^x-x)  (1  -  />^x)        vV('  -7)  (•  -  /•V) 
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l'Jlcs  dotiiiciil  |ioiir  ./■  +  y  cl  rrcli'S  foiiclioiis  uiiiroiiin'^  de  //  cl  r. 
('cri  nous  corHliiit  mciiic  à  un  i(''snllal  assez  cin'icux:  ccsl  (|nc,  m 
j)f)Siinl  encore 

\  =  .r+.r, 

V  =  .rv. 


Z  =  v'x-(>  —  X-)  (i  —  k-x)-h\Jy(t  —  y)(i  —  k-y), 

nons  relonihons  encore  sur  noire  surface 

F(\,  Y,  Z)=o 

(lu  u"  !.">.  <  )u  penl  donc,  pour  celte  surface,  e\[)rimer  dnnc  loiil 
aulre  luanicre  (juc  précédeinnicnl  X,  ^  ,  Z  par  des  fondions  undoiuics 
(le  deu\  param(''lres. 

On  cou(dnl  de  ce  cpii  [)r(''C("'de  (pie  la  surface  F  possc'dc,  oulic  Tinli'- 
inralc  de  ]U'cnri(;rc  cspc'ce,  une  iiitéi>ralc  i\c  seconde  espèce  non  ralioii- 
iielle  en  X,  \  ,  Z. 

Désignons  ces  deux  iiil(''g'rales  par 

f\\d\  +  i^<l\     cl       Cll,./\  +  S,./V 

cl  soicnl 

w,         O), 

leurs  péiiodi's. 

Revenons  niaiuleuaul  aux  deux  inh'yrales  de  secondi'  esp/'cc 

u=  fP  dx+  Qdy, 

c=  I  P,d.v  ■+■(), dy. 

intégrales  ayant  deux  ou  trois  périodes. 

Soil  (]  une  coiirlje  pour  hupiellc  //  et  v  sont  inlinics,  mais  de   lellc 

uiaïuere  iiec(;ssaireiiieiil,  coninic  nous  1  avons  dit,  (pie  le  ra|iporl  -  soil 
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fi\i'.  (|iir|  (|uc  soil  le  [loiiit  il(^  (].  (  )ii  voit  de  suite  que  les  inlégralcs  ne 
[ii'UM'ul  èlr-c  ([uc  simplement  infinies  le  loui;  de  (".,  dans  riiypolhèse 
où  les  éijualious  préeédenles  donnent  r,  r,  ;  fondions  uniformes  de  u 
i"l  f  (j'entends  par  là  que  les  points  de  rencontre  de  C  avec  nn  ])lan 
(pielconcpie  sont  senlement  des  pôles  sinqiles  pour  Fintéi^i'ale  ordinaiie 

eoiicspruidante  );  de  plus,  —  restant  eoiislani  le  loui;'  île  iZ,  ou  pourra, 

pai-  une  coiuhiuaison  linéaire  convenable,  faire  en  soi'le  que  u  reste 
liui  |i()ui'  la  eouihe  (].  Ensuite,  en  j)renant  k'-  convenablement,  nous 
])ou\ous  supposer  que  //  a  les  pc-riodes  co  et  to',  puis  enfin,  eu  elliM^tnanl 
encore  une  eonibiuaisou  lini'aire  couxenable,  (|ue  va  [lour  périodes  co, 
el  0J| . 

delà  fail,  nous  considérons  les  écjuatious 


p 

'  (Ix 

•  + 

<.> 

<'}■ 

,"X,  V, 

=  / 

'  Il  d\  + 

s  f/Y, 

> 

,./.. 

'  + 

Q, 

dy 

= r 

''\\,d\  + 

S,f/Y. 

./•,  j)/,  z  sont  des  fonctions  uniformes  de  X,  Y,  Z;  ceci  est  évident, 
mais  il  faut  montn^r  (juc  co  sont  des  fonctions  rationnelles,  c'est-à-dire 
cpi'il  n'y  a  pas  d<'  singularités  essentielles.  Etudions  ces  équations  sons 
la  ioi'iue 


,  i^r,  >•.  Z) 


,^0 


•0)  (i— .A'-îO) 

"'■'•'■■''  '--  tdt  r         Of/9 


/  P,^/,r-l-  (),r/)=    /  h     /  = 


faisons  tendre  (  ./•,  )%  z)  vers  un  [)oint  de  la  courbe  C,  dont  il  a  été 
|)arlé  plus  haut;  u  restera  finie,  c  augmentera  indi'finiment.  Or,  ;/ 
restant  finie  et  f  aui^iueutaut  indéfiniment,  on  a  pour  /  et  0  des  (piau- 
lités  déterminées  (à  la  symétrie  près)  dont  lune  est  infinie,  lléciprocpie- 
inent  donc,  pour  /  infini  et  0  arbitraire,  ./•,  )',  :;  ont  des  valeurs  déter- 
minées, et  les  lignes  /  infini,  0  infini  ne  correspondent  pas  à  des 
singularités  essentielles. 


/ 
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Donc  X,  y,  z  sont  des  fondions  ralionnelles  de  X,  Y,  Z. 

On  en  conclut  que  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  algébriques  de  .r,  y  el  z. 
Par  suite,  les  deux  intégrales  de  seconde  espèce,  dont  rinversioii  se 
faisait  par  hypothèse  d'une  manière  uniforme,  et  qui  avaient  soit  deux 
ou  Irois  couples  de  périodes  ne  peuvent  en  avoir  que  deux. 

Donc  le  cas  où  l'on  a  deux  intégrales  ayant  ti-ois  couples  de  pé- 
riodes est  complètement  épuisé  par  l'unique  cas  étudié  (n""  15  e| 
suivants). 

VI.    —    Cas  ou  les   intégrales  ont  moins   de   trois   périodes. 

18.  La  discussion  des  autres  cas  sera  bien  rapidement  faite.  Sup- 
posons d'abord  que  les  deux  intégrales  soient  de  seconde  espèce;  c'est 
le  cas  que  nous  venons  d'étudier  au  paragraphe  précédent.  Il  rentre  au 
fond  dans  le  cas  où  Ion  aurait  trois  périodes. 

Nous  pouvons  donc  supposer  qu'il  y  ait  au  moins  une  période  j)o- 
laire.  Comme  type  nous  prendrons  la  dégénérescence  signalée  au 
n°  14,  et  qui  est  plus  complète  encore  que  celle  de  Rosenhain. 

Soit,  pour 

jPdx-hOdy     et      fp,dx  +  Q,dy, 

o  et  co  cette  période  polaire. 
Nous  poserons 

Pdx-^  qdy 


a  du  a  dv 


P,dx^(ldy^ 


(  "  —  /') V''(  ii  —  a,){u  —  a,)  (  (•  —  [>)\,/{  r  —  (7,  )  (  r  —  a,)' 


on  peut  supposer  que  les  périodes  polaires  correspondant   k  u  =  h, 
dans  le  second  membre,  sont 


o     et     w; 


on  peut  supposer  ensuite,  en  prenant  encore  convenablement  a  et  p, 
que  la  seconde  période  du  second  membre,  pour  c  =  c,  coïncide  avec 

Journ.  de  Math.  ( ','  série),  tome  V.  —   Fasc.  II,   1889.  32 
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le  second  système  de  périodes  de  l'iulégrale.  Dans  ces  conditions,  x,  >•, 
z  sont  des  fonctions  uniformes  de  u  +  v  cl  iw.  On  montrera,  en  suivant 
un  mode  de  raisonnement  déjà  fait,  que  le  point  u  =  b,  quel  que  soit 
le  signe  du  radical,  n'est  pas  un  point  singulier  essentiel. 

Que  se  passe-t-il  pour  u  =  c,  v  étant  arbitraire?  S'il  y  a  une  seconde 
courbe  logarithmique,  correspondant  au  second  système  de  périodes, 
il  n'y  aura  aucune  difficulté,  et  il  n'y  aura  pas  de  singularités  essen- 
lielles  dans  la  correspondance  Ijiuniforme.  Le  seul  cas  qui  puisse  arrêter 
est  celui  où  il  y  aurait  une  courbe  rendant  infinies  (non  d'une  manière 
logarithmique)  les  deux  intégrales;  nous  avons  dit  que,  dans  ce  cas, 
le  rapport  des  intégrales  doit  être  constant  pour  les  points  de  cette 
courbe;  par  conséquent,  en  faisant  une  combinaison  convenable,  nous 
aurons  une  des  intégrales  restant  finie.  Considérons  donc 


P  dx+  ()  </y=  U, 


U  restant  fini  pour  les  points  d'une  certaine  courbe  C,  qui  donneni 
V  =  co.  Il  est  immédiat  que  ./•,>•,  ;  ne  peuvent  être  que  des  fonctions 
lationnelles  de  V,  puisque,  pour  U  fini,  on  a  x,  y,  z  fonctions  imi- 
formes  de  V  et  parfaitement  déterminées  pour  V  infini.  Considérons 
mainlenant  une  certaine  courbe  logarithmique  F;  une  combinaison 
linéaire  de  ces  deux  intégrales  n'aura  pas  de  période  polaire  :  il  est  im- 
possible que  cette  combinaison  se  réduise  à  U,  car  alors  on  aurait  une 
fonclion  rationnelle  de  Y  cjui  serait  périodique.  Soit  donc  V,  comme 
nous  pouvons  \c  supposer,  cette  combinaison;  x,  y,  z  sont,  par  suite, 
des  fonctions  rationnelles  de  Y,  les  coefficients  étant  des  fonctions  de  U 
ayant  une  certaine  période.  Il  n'y  a  pas,  par  hypothèse,  d'autres 
courbes  logarithmiques,  ou  du  moins,  s'il  y  en  a,  elles  donnent  au  signe 
près  la  même  période  polaire  que  celle  que  nous  venons  d'envisager, 
et  pour  tontes  celles-ci  U  sera  finie  comme  pour  F.  En  dehors  de  ces 
courbes,  il  peut  y  en  avoir  d'autres  analogues  à  la  courbe  C,  pour  les- 
({uelles  U  et  Y  soient  infinies;  il  y  aura,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
plusieurs  fofs,  une  combinaison  des  intégrales  qui  restera  finie;  si  celte 
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combinaison  est  difl'érenle  de  U,  on  en  conclura  que  x,  y,  z  sont  f'oiic-- 
tions  rationnelles  de  U  et  Y;  si  elle  coïncide  avec  U,  il  en  résultera 
que  U  deviendra  infinie  seulement  pour  la  courbe  logarillnnique  Tel 
ses  analogues  :  donc  x,y,  z  sera  fonction  rationnelle  de  e"^'  et  V,  a  étant 
une  constante  convenable;  nous  avons  donc  seulement  alors  une  seule 
période. 

Nous  avons  ainsi  examiné  toutes  les  hvpothèses  qui  peuvent  se  pré- 
senter quand  Finversion  des  deux  intégrales  doit  donner  des  fonctions 
uniformes. 

19.  Nous  avons  énoncé  (n"  15)  c{ue,  dans  le  cas  des  courbes  algé- 
briques, loiite  transformalion  biuniformc  était  nccessaircment  hiirt- 
tlonnellc.  On  peut  l'établir  de  la  manière  suivante  : 

Soient  deux  courbes  algébriques 

f{x,y)  =  o,         F(X,Y)  =  o. 

11  existe,  par  bypothèse,  entre  {x^y)  et  (X,  Y),  une  tranJ^fornnilion 
biuniforme  n'ayant  d'autres  singularités  possibles  que  des  points  essen- 
tiels isolés  ;  il  faut  montrer  c|ue,  dans  cette  liypothèse,  la  transforma- 
tion est  birationnelle. 

Soit  X  ^=  a,  y  =  b  un  point  singulier  essentiel  de  la  transformation; 
on  peut  toujours  supposer  que  ce  point  est  un  point  simjile  de  la  coiu'be 
algébrique. 

Dans  ces  conditions,  X  et  Y  seront  des  fonctions  uniformes  de  x 
dans  le  voisinage  de  a?  =  a,  ce  point  étant  un  point  singulier  essentiel 
de  ces  fonctions  ;  soit 

X  =  cp(^),  Y^'i^(x). 

A  une  valeur  de  X  correspond  dans  le  voisinage  de  x  =  a  une  infi- 
nité de  racines  de  l'équation 

X  =  cp(a7), 

d'après  un  théorème  que  j'ai  démontré  autrefois  ;  pour  ces  racines,  la 
fonction  '\i{x)  ne  pourra  avoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs,  celles 
qui  satisfont  à  l'équation 

F(X,Y)  =  o: 
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donc  à  un  point  arbitraire  (X,  Y)  de  la  courbe  F  se  trouve  corres- 
pondre une  infinité  de  points  (.r,  y)  de  la  première  dans  le  voisinage 
de  X  ^  a,  y  =  b;  la  substitution  ne  serait  donc  pas  biuniforme.  Le 
théorème  est  par  suite  établi. 


CHAPITRE  IV. 

CORRESPONDANCIi  ENTRE  DEUX  SURFACES. 


I.  —  Surfaces  de  ge>re  supérieur  a  un,  admettant  une  série  infinie 

DISCONTINUE     DE    SUBSTITUTIONS    BIRATIONNELLES. 

1.  Nous  avons  considéré  le  cas  d'une  substitution  birationnelle 
renfermant  un  paramètre  arbitraire.  Des  surfaces  peuvent-elles  se  trans- 
former en  elles-mêmes  au  moyen  d'une  infinité  de  substitutions  bira- 
tionnelles  qui  ne  dépendent  pas  nécessairement  d'un  paramètre  arbi- 
traire? C'est  la  question  à  laquelle  nous  allons  répondre  en  supposant 
le  genre  de  la  surface  supérieur  à  l'unité. 

Considérons  la  surface  d'ordre  m 

(i)  /(■^■>J'>  =  )  =  o 

de  genre/),  et  soit 

.      A.  Q,  (x,y,  z)  +  A,  Qo(j:,7,  :)  +  ...  +  Aj,Qp(x,y,  z) 

le  polynôme  adjoint  d'ordre  (m  —  4)  avec  ses  p  constantes  arbitraires 
A,,  A,,  . . .,  A^.  J'envisage  la  surface 

(2)     A,  Q,  (x,y,  z)  +  A.,Q,(x,y,  z)^...-h  ApQp(x,y,  z)  =  o. 

A  quelle  condition  cette  surface  sera-t-elle  tangente  à  la  surface 
/=o? 
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En  écrivant  qu'en  un  point  (x,y,z),  commun  aux  surfaces  (i) 
et  (2),  les  deux  surfaces  sont  tangentes,  on  obtient  deux  équations.  En 
éliminant  x,y,  z  entre  ces  deux  équations  et  les  équations  (i)  et  (2), 
on  obtiendra  la  condition 

À(A,,A„...,  A^)  =  o, 

"k  étant  un  polynôme  homogène  en  A,,  A2,  . . .,  A^.  Ceci  exprime,  bien 
entendu,  la  condition  pour  que  la  surface  (2)  soil  tangente  à  la  sur- 
face/, en  un  point  (x,y,  z),  situé  en  dehors  des  lignes  ou  des  poinis 
multiples  de  cette  surface.  Les  coordonnées  (x^y,  z)  du  point  de  con- 
tact seront  des  fonctions  rationnelles  de  A,,  A,,  . . .,  A,,. 

x  =  R,(A,,A,,...,A^), 
y^R,(A,,A„...,A^), 
.-  =  R,(A,,A„...,A,). 

Effectuons  sur  /  une  substitution  birationnelle  la  transformant  en 
elle-même;  la  surface  (2)  deviendra  évidemment 

a;q,  +  a;q,-^...  +  a;q^=o, 

les  A'  étant  des  fonctions  linéaires  homogènes  des  A,  et  Ton  aura 

■a(A',,  a;,...,a;)  =  o. 

Par  suite,  à  toute  substitution  /  transformant  la  surface  en  elle- 
même  correspond  une  substitution  linéaire  2  effectuée  sur  les  A  et 
pour  laquelle 

X(A,,A„...,A^) 

se  reproduit  à  un  facteur  près.  Inversement,  considérons  une  substitu- 
tion 21  effectuée  sur  les  A  et  pour  laquelle  la  forme  se  reproduit  à  nu 
facteur  près;  nous  avons  d'une  part 

a;  =  R,(A,,  A.,...,  A/,), 
y  ^RaCA,,  Aj,  ...,A/,), 
^  =  '"-slAi,  A2, . . .,  Ap), 
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et  soil,  d'autre  part, 

:r'  =  R,(A;,A;,...,A;,), 

z  =l\,(A\,A',,...,A],). 
Soit  p  supérii'ur  nu  égal  à  ([uatrc;    considcrous  les  rquatious 

XAiQi(x,y,  z)  =  o, 

va'^Q'  v^.^Q'  vA.^' 

,.,.  ox  ()r  ()z 

faisons,  pour  fixer  les  idées,  A^  ^  A^,  =  . . .  =  A,,  =;  o;  ces  équations 
nous  donnent  pour  A,,  A,,  A3,  A,,  des  fonctions  rationnelles  de  x,y,  z-^ 
les  A',  qui  sont  des  fonctions  linéaires  des  A,  sont  alors  des  fonctions 
rationnelles  de  x,  y,  z,  et,  par  suite,  x',  y',  z'  deviennent  des  fonctions 
rationnelles  de  x,y,  z. 

D'autre  pari,  la  substitution  considérée  permettra  d'exprimer  quatre 
des  A'  au  moyen  de  A,,  Ao,  A3,  A,.;  et  par  suite,  /*  —  4  <^l<^s  A'  au 
moyen  des  cpuitre  autres  que  nous  désignerons  par  A',,  A',,  A'3,  A\.  On 
a  d'ailleurs 

i:A\Q,ix\y'z')  =  o 

vA"^       v4^'       vA"î^ 
.o,N  "     '  flr'         ^'^'  Jy'  _  ^^'  dz' 

^  ^  AL       ~       El       ~       Êf       ' 

dx'  dy'  dz' 

et  ces  équations  nous  donneront  pour  A', ,  A!,,  A'^,  A', ,  et,  par  suite,  pour 
tous  les  A'  et,  enfin,  pour  les  A  des  fonctions  rationnelles  de  x',  y',  z' . 
.\ous  voyons  donc  que  x,  y,  z  sont  aussi  fondions  rationnelles  de 
x',y',z'. 

Ainsi,  à  toute  substitution  linéaire  S  effectuée  sur  les  A  et  laissant 
invariable  ré(piation 

/V(A,,  A,,...,  A/,)  =  o 

correspond  une  substitution  birationnellc  de  la  surface  en  elle-même. 
Cette  substitution  ne  sera  pas  nécessairement  unique;  nous  aurions  pu 
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doiiiiiT  à  A5, . . .,  Ap  dos  valeurs  arbitraires,  mais,  et  c'est  Là  un  poiul 
essentiel  pour  la  suite,  si  les  substitutions  S  correspondant  à  une  substi- 
tution H  sont  en  nombre  infini,  elles  renferment  nécessairement  an 
moins  un  paramètre  arbitraire. 

Ceci  posé,  supposons  que  la  surface  f  puisse  être  transformée.'  en 
elle-même  par  une  infinité  de  substitutions  birationnelles.  A  chacune 
de  ces  substitutions  S  correspond   une  su])stitntioii   lin(!'aire  H   p<jiir 

féquation 

X(A,,A,,...,A^)  =  o. 

Nous  supposons  les  substitutions  S  en  nombre  infini;  soient  d'abord 
les  substitutions  2  en  nombre  fini.  Alors,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  les  substitutions  S  renferment  au  moins  un  paramètre  arbi- 
traire; nous  sommes  donc  dans  un  des  cas  examinés  précédemment  : 
la  surface  du  genre  zéro  ou  du  genre  un,  si  le  nombre  des  paramètres 
est  supérieur  à  un,  et,  si,  le  genre  étant  supérieur  à  un,  il  y  a  un  para- 
mètre arbitraire,  la  surface  fera  partie  de  la  famille  étudiée  plus  baut. 

Si  les  substitutions  2  sont  en  nombre  infini,  elles  dépendront  néc(,>s- 
sairement  d'un  paramètre  arbitraire;  car,  si  l'on  cherche  les  substitutions 
linéaires  1  transformant  en  elle-même  l'équation 

A(A,,A,,...,A^,)  =  o, 

on  aura  un  certain  nombre  d'équations  algébriques,  et  si  ces  équalioiis 
ne  déterminent  pas  les  rapports  des  coefficients  des  substitutions  1,  il 
restera  nécessairement  dans  celles-ci  un  ou  plusieurs  paramètres  arbi- 
traires; les  substitutions  S  renferment  alors  au  moins  un  paramètre 
arbitraire  et  nous  retombons  dans  le  cas  précédent. 

2.  La  démonstration  précédente  suppose  que^>4-  Une  démonstra- 
tion toute  semblable,  quant  au  principe,  pourra  s'applicjuer  non  seule- 
ment à  ces  cas,  mais  comprendra  aussi  le  cas  de /?  =  ■'!.  Considérons  à 
cet  effet  les  deux  équations 

A,  Q,  (.'.r,/,  :;)  -r  A,Q,(x,y,  s)  +  .  . .  --  A/^Xx,}',  -)  =  o, 

B,  Q,  [x,y,  z)  +  U,  Q,(x,y,  s)  ^-  . . .  -1-  1!^,  ()/x,y,  z)  ==  o; 

ces  deux  surfaces  ont  une  courljc  mobile  d'intersection. 
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^'ous  thorclicrons  la  condition  pour  que  cvlU'  courbe  soit  tangente  à 
la  surface;  nous  obtenons  ainsi  une  équation  de  la  forme 

A(A,B,- A,B,,...)  =  o, 

A  étant  un  polynôme  homogène  en  AjB^ —  A^B,-.  Quant  aux  coordon- 
nées {x,y,z)  du  point  de  contact,  ce  seront  des  fonctions  rationnelles 
et  homogènes  de  degré  zéro  par  rapport  aux  A  et  par  rapport  aux  B. 
Ceci  posé,  rien  n'est  à  changer  à  la  démonstration  précédente;  à  une 
substitution  S  correspond  une  substitution  S  effectuée  simultanément 
sur  A  et  B;  on  considérera  ensuite  les  substitutions  2  effectuées  simul- 
lanément  sur  A  et  B,  et  laissant  invariable  l'équation  X  =  o.  La  cor- 
l'cspondance  entre  les  substitutions  S  et  2,  établie  comme  plus  haut, 
nous  conduira  à  la  même  conclusion. 

Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  de  p  =  2,  auquel  ne  s'appliquent  pas 
les  flénionstrations  pn^cédentes.  Soit 

(i)  A,  (),{.i\y,  z)  +  A.,C).,(x,\%  :.)  —  o 

r(''quation  de  la  surface  adjointe  d'ordre  ni  —  4-  H  résulte  dune  pro- 
position plus  générale  de  M.  Nœther  (Math.  Annalen,  l.  VIII,  p.  524), 
que  la  partie  mobile  de  l'intersection  se  composera  d'une  courbe  irré- 
ductible de  genre  un. 

l'ne  sul)slitution  transformant  la  surface  en  elle-même  transformera 

(1)  en 

(2)  B,Q,  +  BJ),  =  o, 

B,  et  Bo  étant  des  fonctions  linéaires  de  A,  et  Ao.  Soit  Ca  la  courbe  (i) 
et  soit  Cp  la  courbe  (2).  Si  nous  cherchons  à  quelle  condition  les  deux 
courbes  de  genre  un,  C^  et  Cp,  se  correspondent  point  par  point,  ou  bien 
nous  aurons  une  relation  algébricjue  entre 

^     et     ^, 
A,  B, 

ou  bien  toutes  les  courbes  auront  même  module,  et  alors  deux  quel- 
conques se  correspondront  point  par  point. 
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Que  Ton  soit  dans  riiii  ou  l'autre  cas,  soient  C^  et  Cp  deux  courbes  se 
correspondant;  on  aura,  pour  la  transformation  de  la  première  en  la  se- 
conde, 

'    \  ]      ■  (  A,    B,    . 


-  =  ?,(^,j,r,^,|,0), 


A         B 
les  0  étant  rationnelles  en  r,  jKj  -  et  algébricjues  en  ^  et  77^7  avec  le  para- 
mètre 0  (pie  Ton  peut  supposer  entrer  algébriquement. 

Si  donc  on   remplace  -v^  par  —  ^îr^- et  ^  par  —  -p—^ — r^-7 — ^> 

toutes  les  transformations  de  la  surface  en  elle-même  devront  rentrer 
dans  le  type  (a),  où  figure  Tarbitraire  0.  Il  devra  donc  arriver  que,  pour 
un  nombre  inlini  de  valeurs  de  0,  les  équations  (a)  donneront  une  sub- 
stitution birationnelle.  Or  ceci  est  impossible;  car,  0  entrant  algébri- 
cjuement,  pour  exprimer  quea;',^',^'  données  par  les  relations  (a) 
sont  fonctions  rationnelles  de  (x,  y,  r),  on  n'a  à  écrire  (pie  des  condi- 
tions cpii  s'expriment  alg(''bri(piement.  Si  donc  les  équations  (a)  don- 
nent une  substitution  birationnelle  pour  une  infinité  de  valeurs  de  0, 
il  devra  en  être  ainsi  quel  cpie  soit  0,  et  l'on  rentrera  alors  dans  les  sur- 
faces étudiées  précédemment. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  tliéorème  suivant  : 

Les  seules  surfaces  de  genre  supérieur  à  un  admetlanl  une  in- 
finité de  transfoj-mations  liirationnelles  sont  celles  qui  admettent 
une  suite  continue  de  transformations  avec  un  paramètre  arbi- 
traire, et  dont  nous  avons  précédemment  fait  l'ctude. 


II.    —    Sur  LA  CORRESPONDANCE  POINT  PAR  POINT  DE    DEUX  SURFACES 

DONNÉES. 

3.   Etant  données  deux  surfaces  f  et  F,  de  genre  au  moins  égal  à 
deux,  il  est  facile  de  reconnaître  si  ces  surfaces  se  correspondent  point 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  lome  V.  —  Fasc.  II,  1S89.  JJ 
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par  puinl  ;  (•"csL  une  quoslioii  (jui  peut  se  traiter  de  diverses  niaiiières. 
Avant  (le  nous  oecuper  des  surfaces,  reprenons  d'abord  la  même 
(piestion  pour  les  courbes  algébriques.  Supposons  que  le  genre  p  des 
courbes  soil  supérieur  à  deux;  nous  prendrons  alors.,  sur  la  courbe  /, 
(p  —  i)  points  arbitraires 

et  nous  considérerons  le  faisceau  des  adjointes  d'ordre  m  —  3  (in  étant 
le  degré  de  /')  passant  par  ces  points.  Soit 

A,Q,  +  A.,g,  =  o 

A. 

ce  faisceau  avec  le  paramètre  arbitraire  -r^>  les  coeflicients  de  (^),   et 

(^2  dépendant,  bien  entendu,  de  (./■,, y,),  ...,  (..c'^-o,  Yp—i)-  Considé- 
rons alors,  avec  Brill  et  Nœtlier  dans  leur  Mémoire,  devenu  classique, 
sur  les  courbes  algébriques  {Math,    liiiialcii,  t.  VII),  Téquation 

(i)  "         9(A,,A,)=o. 

donnant  les  courbes  de  ce  faisceau  tangentes  à  /";  son  degré  bien  connu 
est  égal  à  f\p  —  2. 

Soit  maintenant  la  courbe  F  que  Ton  suppose  correspondre  point  par 
point  à  la  première;  soient  (■'■,, y',  ),•••,  (■*D--iyp-i)  ^^-^  points  corres- 
pondants aux  points  de  la  première  (x^y),  . . . ,  {x p^^iYp—i)-  ^^'^  aura 
le  n'seati 

I5,(/, +  n,(T=:o. 

et  l'équation  correspondante  de  contact 

(2)  iI»(B,,B,)  =  o. 

Les  équations  (i)  cl  (2)  peiH'ent  être  transformées  l'une  dans 
l'autre  par  une  substitution  linéaire  convenable  effectuée  sur  B ,  et  B„. 

Tel  est,  en  changeant  seulement  la  forme,  le  point  de  dé|)art  de 
MM.  Brill  et  Nœtber  dans  Fétude  si  importante  des  modules  des  courbes 
algébriques. 
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.le  dis  que  nous  pouvons  en  tirer  la  réponse  à  la  question  posée  l'cla- 
tivement  à  la  correspondance  des  deux  courbes  /"et  F. 

Kn  elTct,  les  deux  formes  binaires  (i)  et  (2)  étant  équivalentes,  nous 
pouvons  égaler  leurs  {f\p  —  5)  invariants  absolus.  Ceux-ci  sont  évi- 
demment des  fonctions  rationnelles  de  (x', ,  >',  ),  (-fo,  j'o  ), . . . ,  (-^V-a  ,.>  V  ^) 
pour  la  première  forme,  et  pareillement  de  (■•'■, ,v'|),  ...  poui'  la  se- 
conde. 

ÎVous  pouvons  donc  écrire  [\p  —  5  équations,  parfaitement  détermi- 
nées, de  la  forme 

(E)        /(-t-,,  V,,  ...■,Xp-2,yp~2)=  I(-''',i.>','  •■■:■'-' p--i^ y p-i)- 

INous  pouvons  même  encore  obtenir  une  autre  relation  entre  les  (r,  y) 
et  les  (.r',  v'). 

En  effet,  quand  les  équations  (E)  soni  vériliées,  les  deux  formi;s  <!> 
et  ç  pourront  se  transformer  l'une  dans  l'autre,  et  cela,  en  général, 
d'une  seule  manière.  On  aura  donc  la  substitution 

A,  =  al],-^;il5„ 

les  a,  P,  Y,  ô  étant  des  fonctions  rationnelles  des  (.r,jK)  et  des  (^x\y'). 
Ainsi  se  trouvera  déterminée  la  substitution  linéaire  cjui  fait  corres- 
pondre une  courbe  quelconque  du  faisceau  des  adjointes  de  /  passant 
par  les  {x,y)  à  une  courbe  du  faisceau  des  adjointes  de  F  passant  par  les 
{x  ,y').  Or  considérons  dans  le  premier  faisceau  la  courbe  tangente  à 
/  en  (.r,  ,j)',  )  ;  son  é(|uation  sera  parfaitement  déterminée.  D'autre  ])art, 
dans  le  second  faisceau  la  courbe  tangente  en  {x-^, y\)  sera  de  même 

déterminée.  A  la  première  courbe  correspond  une  valeur  de  '---  et  à  la 
seconde  une  valeur  de  p--  Va\  écrivant  que 

A,  _  aB|-f-  pBj 


\,        yB,-hS1Î2 


nous    oblcnoiis    une    nouvelle    équation,    qui    est    symétricjue    en 

(x-„,)%),  . . . ,  {Xp_.,yp^^  d'une  part  et  en  {x^,y^,  ...,  (.r' _,,  jy,) 
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craulrc  part,  mais  où  (./-,, y,)  et  {./•',,>',)  jouent  un  rôle  à  part.  Appe- 
lons cette  équation  (d);  on  pouiTa  la  mettre  sous  la  forme 

('0     ^-{■'■i,yi'-^'20'-2'  ■..^■r,,_.^,yp_,)  =  A(.r\,y -^Va-r'^-J- 

1.  1mi  partant  de/?  adjointes  arbitraires  dans  l'une  et  Tautre  courbe, 
iiDus  pouvons  former  les  ccjuations  (E)  et  l'équation  (d).  En  se  doniianl 
arbiti'airement  (.v,,y,),  . . .  ,{Xp_^,yp_^)^  on  doit  pouvoir  déduire  de 
ces  é(piatIons  les  valeurs  des  (^x  ,y').  Pratiquement  on  opérera  de  la 
manière  suivante  :  on  supposera,  comme  il  est  évidemment  permis,  les 
p  —  2  points  {x,y)  confondus  et  pareillement  alors  les  /?  —  2  points 
{x' ,y').  On  aura  alors  à  la  place  des  équations  (E)  et  (c?)  un  système 
d'équations  entre  (-i'mJ')  )  et  (-f,  .y,  );  et  ces  équations  devront  doinier 
{x\,y\)  en  fonctions  rationnelles  de  (a-'|,j', )  et  inversement. 

On  a  donc  là  une  niétliode  régulièrr  pow  rrconnailrr  si  ili'u.r 
courbes  sr  correspondent poinl par  point,  et  pour  Innn-cr  la  suhsli- 
lution  hiralionnelle  quand  elle  existe. 

Remarcjuons  incidennnenl  que  des  dernières  éijuations  se  tiie  de 
suite  la  démonstration  de  ce  ibéorème  qu'une  courbe  (yj  >  2)  ne  peut 
admettre  une  infinité,  continue  ou  discontinue,  de  transformations, 
puis([ue  le  nombre  des  transformations  tirées  de  ces  équations  ne  peut 
être  c[ue  limité. 

o.  Revenons  maintenant  aux  surfaces  algébriques,  et  chercbons  de 
quelle  manière  les  considérations  précédentes  peuvent  être  étendues 
aux  surfaces  algébriques. 

Prenons  sur  la  surface  (/;  —  r)  points 

Le  réseau  des  surfaces  adjointes  passant  par  ces  points  contient  deux 
arliitraires;  soient  (^|,  Qj,  Qj  trois  polynômes  adjoints,  linéairenienl 
indépendants,  s'annulant  pour  ces  {p  —  3)  points.  Désignons,  dune 
manière  générale,  par  courbe  C  une  courbe  (mobile)  intersection  de 
deux  surfaces  adjointes.  Il  y  a  vnie  infinité  de  courbes  ('-passant  par  les 
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(p  —  3)  points  considérés;  leurs  équations  peuvent  s'écrire 

(,>,(.r,r,j)  _  (},(jr,v,z)  _  Q,(.r.v,z) 

A,  IX,  V  étant  arbitraires.  Parmi  ces  courbes  C,  il  y  en  a  une  infinité  ([ui 
sont  tangentes  à  la  surface,  et  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi 
s'exprimera  par  une  équation 

P(À,|X,V)  =  0, 

P  étant  un  polyôrae  homogène  en  A,  pt.,  v  et  irréductible.  Mous  ne  euui- 
prenons  pas  dans  P  lesjo  —  3  expressions  linéaires  en  X,  a,  v  corres- 
pondant aux  courbes  C  tangentes  en  (x,,y,,z,),  . . . ,  (x'^^j,/^^;),  -p-,  ), 
ni  les  relations  entre  X,  [x,  v  correspondant  aux  courbes  il  renconirani 
les  lignes  multiples  de  la  surface. 

Le  degré  a  du  polynôme  P  est  un  invariant,  puisque,  quand  on  passe 
d'une  surface  à  une  autre  qui  lui  correspond  point  par  point,  les  poly- 
nômes Q  se  transforment  linéairement.  A  cet  invariant,  nous  pouvons 
en  associer  deux  autres;  si  l'on  considère  l'équation  P  comme  représen- 
tant une  courbe  en  coordonnées  homogènes,  ou  un  cône,  cette  courbe 
aura 

0  points  doubles, 

x  points  de  rebroussement. 

Ces  nombres  sont  des  invariants,  car  un  point  double  correspondra 
à  une  courbe  C  tangente  deux  fois  à  la  surface,  et  un  point  de  rebrous- 
sement à  une  courbe  C  ayant  avecla  surface  un  contact  de  second  ordre 
et  le  nombre  de  ces  courbes  est  manifestement  le  même  pour  deux  sur- 
faces se  correspondant  point  par  point. 

Soit  maintenant  une  seconde  surface  algébrique  correspondant  point 
par  point  à  la  première.  Si  on  considère  les  points 

correspondant  à  (.t\^y,,z,),  ...,  (x'^_a,|',,_;,,  ^^.^  ),  <ui  aura  une  é([ua- 
liou 

P,(A',|j.V/)  =  o. 


260  K-   Pic.vnu. 

I.cs  deux  coui'bes  (si  l'on  veut  employer  le  langage  de  la  GéonK'lrie 
plane  ) 

P  (1  ,|a.,v  )  =  o, 

P,(A',ix',v')  =  o 

seroiil  de  même  ordre  a  et  auront  0  points  dou])les  et  xpoints  de  rebrous- 
semenl. 

Ou  diiil  pouvoir  passer  de  Tune  à  l'autre  par  une  substitution  homo- 
graphiipie. 

Ou  pourra  doue  écrire  un  certain  nombre  de  coudilions,  revenant  à 
l'égalité  de  certains  invariants  pour  l'une  et  l'autre  courbe,  qui  seront 
pai'  (•(>usé(pu?nl  de  la  forme 

Nous  pouvons  encore  obtenir  deux  autres  relations  entre  les  (.r,  y,  ^) 
tles(.r',/,j'). 

\  cet  efï'et,  considérons  l'un  des  points,  soit  (x,,yf,z,).  Il  y  a  une 
infinité  de  courbes  C  tangentes  à  la  surface  en  (.x',,r,,s,)  et  la  relation 
X,  [j-,  V  est  évidemment  linéaire,  soit 

(i)  AA  + Bf/.  +  Cv  =  o, 

et  pareillement  eu  (./:\,y,,z\),  nous  aurons  pour  l'autre  surface 

(2)  A ,  A'  +  B,  a'  -+-  C,  v'  =  o. 

La  substitution  liuéairt'  qui  transforme  la  courbe  P  en  la  courbe  P, 
devra  transformer  l'équation  (i)  en  l'équation  (2),  et,  comme  ce  fait 
s'exprimera  toujours  en  écrivant  l'égalité  d'invariants  communs  aux 
deux  couples  de  formes,  on  aura  deux  nouvelles  relations  de  la  forme 

'  '^  I  -       ■     -  ■  -      \ 

{     =A(.r,,_v-;,;;,...,^-;,_^,,r„  „r;,_^,). 


V 

I 
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0  Cl  A  étant  rationnelles  et  symétriques  par  rapport  aux  indices  2,3,  . .  . 
p  —  ,■)  ;  mais  (./■,,  y, ,  r,)  et  (.v\ ,  y\ ,  :;',  )  jouant  un  rôle  à  |)art. 

Kii  ])artant  de  p  points  arjntraires  dans  deux  surfaces  données,  on 
pourra  former  les  équations  (1']  )  et  (d).  En  se  donnant  arintrairemenl 
les  (x,y,  z),  on  doit  pouvoir  déduire  de  ces  équations  les  (x',y',  ;'  ),  si 
les  surfaces  se  correspondent  point  \)nv  point. 

(^-eci  enlraînera  manifestement  un  certain  nombre  de  conditions. 
(  Hiand  elles  seront  remplies,  on  pourra,  en  général,  tirer  de  ces  écpia- 
tions  des  valeurs  pour  les  (.r',  y' ,  z')\  ainsi  Ton  pourra  éliminer 

et  avoir  des  équations  où  ne  figure  plus  que  (^x\ ,  y\ ,  :;',  ).  On  aura  donc 
à  voir  si  (^x\,y\^  z\)  ainsi  déterminés  sont  fonctions  rationnelles  de 
(a'i, jy,,  5,),  point  sur  lequel  il  n'y  a  pas  d'indications  générales  à 
donner,  maiscjui  dans  la  pratique  ne  présentera  pas  de  difficultés. 

Ainsi  donc,  en  général,  on  pourra  reconnaître  la  correspondance  des 
deux  surfaces  ettrouverla  substitutionexprimant  cette  correspondance. 

Nous  disons,  en  général  :  quel  pourrait  être  le  cas  d'exception  où  la 
marche  suivie  serait  impuissante  à  conduire  au  résultat?  Ce  serait  le  cas 
où  des  équations  ((/)  et  (  E)on  ne  pourrait  tirer,  après  réliminalion-dc 
i^\^ }'■!■> -2)^  ■••■,  (^>-3>X.-:.t<-3)>  qu'une  seule  équation  pour  trouver 
(x'i,  )', ,  r,  ).  Dans  ce  cas  tout  spécial,  nous  aurons  recours  à  une  autre 
méthode,  que  nous  allons  exposer,  méthode  plus  générale  même  que 
la  précédente,  puisqu'elle  s'applique  encore  au  cas  où  p  =  i. 

6.  Soient  (^,,  (^)2,  . . . ,  ()p  et  Q', ,  Ql,  ...,  (T^lesppolynômes adjoints 
pour  l'une  et  l'autre  surface  :  la  correspondance  cherchée  doit  être  tie 
la  forme 

<.>.i(.r.r,;)  ^  A.Q',  (.,■' .y' ,z')  +  KJ)\_+  .  .  ■  +A„n;, 
U,(.z-,y,;)  -  B,(/,-t-B,(^), +  ...  +  B,,n; 

Q.(.^,r,j)  ^C|(,)', +  aQ;-t-...4-c/j;, 
(^,{x,y,z)      b,q;  +  H,  g;  + . . .  +  b„q/ 

les  A,  B,  C  étant  des  constantes  convenables.  Si  donc  -ry  et  -~  ne 
sont  pas  fonctions  l'un  de  l'autre,  on  peut  tirer  de  là  (./•,  )',  z)  en  fonc- 
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lions algébri({ues de  {x', y',  z').  On  anradonc  à  reconnaître  sil'on  peut 
choisir  les  constantes  A,  B,  C  de  manière  quex',y',  r' soient  des  fonc- 
tions rationnelles  de  x,  )-,  ;;  et  inversement.  On  voit  que  la  méthode 
précédente  avait  sur  celle-ci  Tavantaj^e  de  n'introduire  dans  le  calcul 
aucune  indéterminée;  par  contre,  nous  pouvons  ici  étudier  complète- 
ment le  cas  exceptionnel.  Celui-ci  est  relatif  à  Thypothèse  où  ^  et 

"Y  seraient  liées  par  une  relation. 

\  1 

Ainsi,  Qi,  Qo,  Q.,  désignant  trois  polynômes  adjoints  quelconques 
de  la  surface/,  on  suppose  que  l'on  a  la  relation 


'h  étant  nécessairement  un  polynôme,  et  cela  pour  tout  point  (x,y,z) 
de  /'.  Considérons  la  surface 

0,  -  aO,  =  o. 

(hiaiid  A  varie,  elle  cou])e/ suivant  une  certaine  courbe  C  mobile 
avec  X. 

Prenons  un  point  sur  cette  courbe  C,  et  un  autre  point  en  dehors; 
nous  pouvons  déterminer  le  polynôme  adjoint  Q3  de  telle  sorte  cju'il 
s'annule  pour  ces  deux  points,  i)^  étant  ainsi  déterminé,  reprenons 
l'identité  supposée 

■Hd-:'(T  =- 


(^)uau(l  (,r,j',;)  décrit  la  courbe  C,  Q,  reste  constant  et  égal  à  zéro; 

iIkiic 

loupe  la  surface  /  suivant  la  courbe  C;  mais  en  même  temps  il  doit  y 
avoir  une  autre  courbe  d'intersection,  puisque  la  surface  Q3  passe  par 
un  point  de /qui  n'est  pas  sur  C.  Ainsi  donc  i)^  =  o,  qui  est  une  adjointe 
ar])itraire,  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  décomposable. 

Nous  nous  sommes  déjà  trouvé  précédemment  dans  ce  cas,  où  une 
adjointe  quelconque  coupe  la  surface  suivant  plusieurs  courbes  va- 
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iial)les.  iVoiis  avons  dil  alors  que  ces  courbes  variables  élaicul  Loules 
du  genre  un . 

Dans  ce  cas  particulier,  la  recherche  de  la  correspondance  des  deux 
surfaces  /et  F  se  fera  sans  difficultés,  en  raisonnant  sur  les  deux  sur- 
faces/"et  F,  comme  nous  avons  raisonné  sur  une  seule  surface  au  u°  4 
du  troisième  Chapitre.  Nous  avons  sur  les  deux  surfaces  deux  n'-seaux 
lie  courbes  de  genre  itn,  qui  doivent  se  transfoiinei'  l'un  dans  l'aulre. 

Il  a  ét(''  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  /)  était  au  moins  égal  à 
trois.  Le  cas  de  p  =  2  peut  se  traiter  comme  le  cas  particulier  qui  pn''- 
cède;  il  rentre  en  clTet  dans  ce  cas,  car  nous  savons  que,  pour/j  =  m, 
toute  adjointe  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  du  premier  genre  (  '  ). 

7.  Ainsi,  étant  donnccs  deux  surf  aces  de  i^euie  supêfieur  à  un, 
nous  savons  reconnaître  si  elles  se  correspondent  point  par  point  : 
mais  nous  n'avons  pu  traiter,  en  général,  la  même  question  pour  les 
surfaces  du  genre  zéro  ou  un.  Nous  dirons  seulement  à  ce  sujet  qu'une 
condition  nécessaire  se  trouvera  exprimée  par  l'égalité  du  nombre  des 
cycles  à  une  et  deu.r  dimensions  de  la  surface. 


CHAPITRE  Y. 

(QUELQUES  APPLICATIONS  AUX  ÉQU-VriONS  DIKFÉliENTIELLES. 


I.  —    Généralités. 

1.  Nous  allons  nous  occuper  principalement,  dans  ce  Chapitre,  des 
éfpialions  différentielles  de  la  forme 

(■^  /(r.Ê'S)  =  ". 

(  '  )  On  remar(|uera  ((ue  la  mélliode  employée  dans  ce  paragiaphe  peut  évidem- 
ment aussi  être  employée  pour  étudier  les  transformations  d'une  surface  en 
elle-même,  et  qu'il  en  résulte  de  suite  une  nouvelle  démonstration  du  tliéoirmc 
démontré  dans  la  première  Section  de  ce  Chapitre. 

Journ.  de  Matli.  {\'  série),  tome  \'.  —  Tasc.  II,  i8So.  J4 
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/'éliiiil  1111  nolviiùiiiL'  en  v',  -T-  et  -7-^-  La  variable  indépeiidanle  ne  fi- 

gare  pas  dans  léqualion  qui,  par  suite,  se  ramène  à  une  équation  du 
premier  ordre,  mais  nous  voulons  garder  l'équation  sous  celte  forme,  et 
c'est  du  cas  où  riutégralc  générale  de  cette  équation  serait  une  fonction 
uniforme  de  x  que  nous  allons  nous  occuper. 

Supposons  donc  que  rinlégraic  générale  de  Téquation  précédente 
soit  une;  fonction  uniforme  de  x,  n'ayant  que  le  seul  point  co  comme 
})oiiil  singulier  essentiel;  soit  y  =■  P(x')  une  intégrale  quelconque. 

Pour  une  valeur  de  j\  qui  ne  soit  pas  un  pcjle  de  P(  /),  on  pourra, 
pour  h  suflisamnient  petit,  d('velopper  P(./;  -\-  ]i  ), 

Pu;  +  //  )  =  P(,/-  )  +  Il  l>'(.r  )  +. . ., 

et  les  coefficients  des  puissances  de  h  seront  des  fonctions  rationnelles 
de  P(*'),  PX-^')  et  P"(a).  Par  suite,  P(x--f-A)  est  une  fonction  uni- 
forme de  P(x'),  P'(f)  et  P"(.r),  qui  sont  d'ailleurs  liées  par  la  rela- 
tion (1  ),  du  moins  dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  de  P,  P' 

1  f 

cl  l^  '  finies,  l'I  iraiinulant  i)as  -rf--,  =^  o. 

'■       (Il 

L"('-lément  de  fonction  du  point  analytique  (P,  P',  P"),  ainsi  déter- 
miné, s'étendra  manifestement  de  proche  en  pi'oche;  on  obtiendra  ainsi 
une  fonction  analyti(jue  uniforme  de  (P,  P',  P"),  d'après  l'hypothèse 
faite  que  l'intégrale  l'(-i')  est  une  fonction  uniforme.  Nous  pouvons 
donc  écrire 

/    P  (.,;  +  h)  =  9I  PO-),  V'{.,)^  P"( ./-•),  //], 

(2)  V(.r  +  A)  ='||  P(x-),  P'(X),  P"(*-),  /'h 

(  P"(.f  +  h)  =.  7.1  Pf^O-  I"(-^-),  P"(-'-)>  ''^  J' 

:p,  'I  et  ■/  étant  des  fonctions  uniformes  du  [loitit  analytique  (P,  P',  P") 
et  de  h. 

Des  équations  (2),  on  peut  évidemment  tirer  P(x'),  P'("t')  et  P"(-^') 
en  fondions  uniformes  de  [P(x- -h //),  P'(x' +  /*)'  ^^"(■'^"  + '''■)]•  ^-''^ 
transformation  (2  )  est  donc  hiuni/urmt\  JNIais  nous  avons  déjà  dit  que, 
entre  les  points  de  deux  surfaces,  pouvaient  exister  des  transformations 
biuniformes  qui  ne  sont  pas  biralioniielles.  Prenons  connue  exemple 
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(!'(!■(  I  Lia  lions  (lui  conduisent  à  une  Iransformalion  (2),  (|ui  ne  soiL]ias 
Ijiralioinielle,  récjualion 

J'7"  -  y''  ^  27-  ; 
on  a 

el  Ton  trouve  de  suite 

P(,r  +  A.)=  P(.r)t'*=e''^-^. 

C'est  le  cas  où  celte  transfornialion  hiuiiifui-me  seirtll  hirationnelle 
que  nous  allons  d'abord  traite/'. 

2.   Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  la  transformation  hiuiiiforuie  (2)  est 
donc  supposée  ])irationnelIe.  La  surface 

admet  donc  une  Iransforniatton  hirationnelle  enelle-nn'nie,  renfer- 
vianl  un  paramètre  arbitraire  h. 
Ecrivons  celte  transforuialion 

(0  Y=^0-,/,j",A), 

et  transcrivons-la  de  nouveau  en  désignant  par  des  lettres  indétermi- 
nées les  divers  coefficients;  soit  alors 

(  Y  =My.y'^y"h 

I  Y"=v{y,y',y). 
St>il  >'  une  solution  de  Féquation  /";  (''crivons  que 

(3)  /(V,V',V,  =  o,         g=Y',         ^=Y". 


266  !•:.     IMCAItD. 

Nous  nl)tcnons  ainsi  trois  relaLioiis  (Mitre  y-,  y',  y"  et  les  coefficlcnls  de 

"k,  [J.  et  V. 

Divers  cas  ])Oiirronl  se  présenter  (  '  )  : 

i"  Les  coefficients  dans  A,  ij.,  v  (lé|)endent  d\inc  seule  constante 
ailiiti'aire.  La  forme  (i)  rentrera  dans  le  type  Ç-i)  ainsi  Irouvi'.  Dans 
ces  conditions,  les  coefficients  dans  (i),  qui  sont  des  fonctions  uni- 
formes de  h,  sont  liés  deux  à  deux:  par  des  équations  algi'briques;  par 
eonsécpient,  Y  et  Y'  sont  liés  par  une  relation  algébrique;  donc  Finlé- 
grale  g(''n(''rale  sera  un(3  fonction  doniilement  p(''riodique  de  A,  et  les 
pi''riodes  ne  dépendront  pas  de  la  constante  d'intégration. 

2"  IjCs  coefficients  dans  À,  [k  et  v  dépendent  de  deux  arbitraires, 
soient  a  et  p;  écrivons  alors 

Y  =XO-,r',,>-",  a,  JB), 

Y"=v(y,j',.>'",  a,  p;, 

y  désignant  une  solution  (pK'IcoïKpn"  (\i'  ré(juali<in  /',  \  r(q)résentera 
Fintégrale  générale  de  cette  équation  avec  les  constanles  a  et  [i. 

Deux  cas  peuvent  se  présent(M'  : 

L  Jja  snlislitntion  précc'dente  ne  forme  pas  un  groupe  de  transfor- 
nialions.  Prenons  alors 

^0''  /'>  r"'  «'  ?)'    i^{y^  .>■''  r"'  ^-^  i^)^    ■■■■ 

et 

a,  p  et  a,,  p,  étant  arbitraires,  l'expression 

sera  encore  une  solution  de  Técjuation;  elle  doit  donc  être  de  la  forme 

(2)  X0-,/,>-",  a,,  [3,), 


(')  On   recoiuiailra,  dans  ce  (lui  va  suivie,  une   succession  de  laisonnenients 
analogues  à  ceux  (|ui  ont  été  employés  dans  le  troisième  Ciiapilre. 
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a,  el  ^2  élaiil  indopondanls  de  x;  mais,  par  hypotliL-so,  la  siibslilulioii 
110  définit  pas  un  gronpe  de  Iransforinalions,  c'osL-à-dire  qu'on  ni' 
pourra  pas  trouver  a,  et  ^^  dépendant  uniquement  de  (a,  [5)  et  (a, ,  ^|  ), 
de  telle  sorte  que  (i)  et  (2)  soient  identiques  pour  lonl  poi/it  }\  y',  y" 
i\^\f.  On  pourra  cependant  sûrement  trouver  des  quanlitc'S  y..,,  ^^.,  màv- 
pendantes  de  r,  de  telle  sorte  tjue  (i)  et  (2)  représentent  la  même 
fonction  de  .r.  On  aura  donc  ainsi,  entre  j',j',  y".,  une  nouvelle  relation 
algébricjue,  relation  (jni,  cominc  on  voit,  dépendra  de  l'intégrale  con- 
sidérée j',  car  les  cjuantités  a^  et  [ï,  ne  seront  pas  indépendanti^s  de  la 
constante  figurant  dans  j'. 

Nous  avons  donc,  en  résumé,  une  seconde  relation  algi'biicjue  en  Ire 
yiy'',y"i  relation  cjui  n'est  d'ailleurs  pas  indéjiendante  de  riiil(''gralr 
particulière  considérée  y.  Il  s'ensuit,  par  réliiuination  de  y"  entre  cette 
relation  et  l'équation  différenlielle  /",  cpi'il  y  a  entre  y  et  y'  une  relation 
algébrique. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  est  encore  une  fonction  double- 
ment périodique  (ou  dégénérescence). 

Appelons  le  cas  D  les  cas  où  l'intc'grale  est  doublement  p(''rioiIiqiie 
(ou  dégénérescence). 

II.  Nous  arrivons  enfin  au  cas  où  les  expressions  \^  [jl,  v  donneraient 
un  groupe  de  transformations  à  deux  paramètres  a  et  [3.  Nous  n'avons 
pas  besoin  de  répéter  la  série  des  raisonnements  qui  ont  été  faits  dans 
le  n"  7  de  notre  second  Chapitre.  Il  n'y  aurait,  sur  ce  point,  rien  à 
changer  aux  raisonnements.  On  verra  donc,  par  une  marciie  toulc 
semblable,  que  ce  groupe  de  transformations  est  pernintable. 

Ainsi  nous  sommes  conduit  à  cette  conclusion,  que  la  surface 

admet  un  groupe  de  transformations  hirationnelles  à  deu.r  para- 
mètres et  pci-mutablcs. 

Or  nous  avons  démontré,  dans  le  (^Ibapitre  précédent,  le  théorème 
suivant  :  si  une  surface 

/(x,y,  ;;)  =  o 

admet  un  groupe  de  transformations  hirationnelles  à  deux  paramètres 
et  permutable,  la  correspondance  entre  (jc,  y,  ^)  et  (j:',y',  z')  sur  la 
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surfiici^  sera  donnée  par  les  deux  é(|iialiuiis 

1'  {j\y,  z)(/j-  H-  ()  (,r,_)-,  z)dy  =  V  (.i-',y\  z')(W-h  O  {.c'^y',  z')dy\ 
r, (./-,)•,  z)d.,-  +  U,(x,y,  z)dy  =  V,{x\y\  z' )  dx' -\- Q,(x',  y',  z')dy\ 

ou,  si  Ion  venl,  par 

/"    '    Vdx+(ldy~-  f    '"  Vdx -h  C)dy  =  vomi. 

/  V,  dx  -+-  (),  dy  — . .  .=  consL, 


el 


ee  (pii  \ciil  (lire  que  (x\y',  z' )  est  nnc  fonction  de  (x,y,  :'),  lelle  que 
la  (lillérenee  qui  forme  1(,'  premier  memhre  ne  dé])end  pas  de  (  ,r,  y,  z). 
l'ar  snile,  si  Ton  considère 

/''    '     Vdx^()dy      el       /"■''''  l\dx  +  q,dy, 
'  .r«..v'o..'o  ''  y«-}'«  ^l 

ce  seront  des  Ajuclions  de  x,  "a(./-)  eL  |x(./- )  qn'il  sera  I)ii'n  i'acile  de 
lrou\ei'. 

Si,  en  elfel,  on  remplace  ./•  par  ./•  +  A,  (  >',  )',>'")  éprouve  une  trans- 
formalion  du  groupe,  cl  devient  (Y,  \',  Y"  ),  la  diilerence 

/  P  dx  +  O  dy  ~  /  P  dx  +  Q  ^/j- 

ne  dé])end  pas  de  )-,  )-',  )■",  mais  seulement  de  la  Iransformalion,  <-'esl- 
à-dire  de  //  ;  elle  ne  dépend  donc  pas  de  x.  Ceci  revient  à  dire  que 

'K(x  H-  //")  —  l(x)      et      [J.(.r  -h  /i)  —  u-ir) 

lie  d('pi'ndcitl  pas  de  x,  quel  que  soil  h. 

Donc 

À(.r)  =  ax  +  a, 

]x(x)  =  bx  +  ^, 
a,  h,  y.  et  j3  étant  indépendants  de  .T. 
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Nous  pouvons  donc  ononcor  le  [hèorî-mi^  fo/ii/anic/i/al  (\\n  suit  : 

U  c/ùslera  pour  la  surface  /(}'■,}'■,  y")  ^=  o  deux  m  lé  gr  aies  de 
diffévenlicllcs  totales,  telles  que 

v.r..>"p 


•'  P  dx+q  dy^u, 


f 

r"''"'V,dx-h(ldy^v, 

donneront  poui-  y,  y'  et  y"  des  fonctions  uniformes  de  u  et  r;  sotl 

y  =  Q{u,v); 
alors  V intégrale  générale  de  V équation,  sera 
y  =  (d{ax  -)-  a,  bx  +  [i  ), 
a  et  [3  étant  des  constantes  arbitraires,  et  a  et  b  deux  constantes. 

II.  —  Recherche  de  l'intégrale. 

5.  Nous  devons  mainlL-uanl  nous  proposer  de  leconnallre,  au.laiil 
qu'il  sera  possible,  sur  l'équation  dillércnlielle  elle-même,  si  celle  écjua- 
lion  rentre  dans  la  classe  d'une  intégrale  générale  uniforme  avec  uni' 
substitution  correspondante  birationnelle. 

Mais,  auparavant,  faisons  deux  rcniarc|ucs  générales.  Toul  d'alioid. 
si  la  surface 

/(r>y'>r")  =  o 

est  de  genre  supérieur  à  l'unité,  on  tire  de  suite  une  conséquence  im- 
portante de  ce  que  la  surface  admet  une  infinité  de  transformations 
liiralionnelles.  Nous  pouvons  écrire  en  effet,  en  remplaçant  ./■  par  zéro 
et  h  par  X, 

y  =?(*'r.Xo,ro.rô). 
y'  =  'K-'-o'oO'\>o\)^ 

y^i  y'ai  y],  désignant  les  valeurs  de  j-,  j-',  y"  pour  x  =  o. 
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l)(''si-nons  alors  par  (>,{}'■,  .>''•).)'")  ''••  ^v^^iO''^''/')  '^^''^^^  polynômes 
adjoints  d'ordre  (///  —  /().  Kn  reiaisanl  les  raisonnenienls  faits  au  coni- 
mencenienl  dn  Iroisiènn:-  Chapitre,  qni  traite  de  la  transformation  des 
surfaees,  on  trouve  immédiatenienl  ipie 

Qi(.r,y,j")  ^  Q<(yo,yo,yl). 
Qdr.y'^j")      Q.  (/»,/„,  y;)' 

d'où  le  ihéorèmc  suivant  :  dans  le  cas  (jui  nous  occupe,  le  i;e/u-c  de  la 
■surface 

'(i)  /0%.>''-r")  =  " 

est  zéfo  ou  un,  ou  bien  un  a  pou/-  toute  intégrale 

^^)  Q.(,v,y.j")      ' 

a  ('lanL  une  consLanle.  Les  (''([iialions  (  i )  el  (2)  cnlraineuL  une  rela- 
tion ali^ébricjuc  entrey  etj'',  el,  par  conséquent,  les  intégrales  seront 
des  fonctions  doublement  p(''riodi(jues  (ou  dégénérescences).  Dans  le 
cas  où  les  intégrales  seront  doublement  périodiques,  le  module  ne  dé- 
pendra pas  de  la  constante  arbitraire. 

Ou  voit  donc  (pie  le  cas  où  le  genre  dey"scrait  supérieur  à  l'unité  ne 
présente  aucune  difficulté,  et  nous  pouvons,  par  suite,  suj)poser  (juc  le 
genre  de  y"  est  égal  à  zéi-o  ou  à  u//. 

Voici  une  seconde  remarque  :  Si,  le  genre  de  la  surface 

('■tant  Z(''ro  ou  un,  celle-ci  admet  seulement  un  gi'oupe  de  transfoi'ma- 
tious  à  u/i  param(''tre,  on  aura,  counne  nous  l'avons  déjà  dit  (cas  1) 
pour^',  y,  y",  des  fonctions  doublement  périodiques  de  a;  avec  un  mo- 
dule toujours  le  même. 

i.  (^'s  remarques  faites,  je  considère  d'abord  le  cas  où  le  geni'e  de  /* 
serait  l'unité,  et  je  vais  chercher  dans  quels  cas  l'intégrale  générale 
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coii'cs|i()ii(lrii  aux  cas  D.  Si  Ton  se  Irouvc  dans  ce  cas,  riiilc^ralc  i;ciic- 
rale  sera  cçiLaiiiciuent  doiibleinenl  périodique:  elle  ne  peul  cire,  en 
eflet,  raLioiinellc  en  /•,  (m  fonction  rationnelle  de  e"-'' ,  puisque  le  <j;eiir(' 
de  la  surface  est  l' unité. 

Ecrivons  f(y,z,l)  =  (),  et  soit  0(j-,  r, /)  runicjne  polNn(nne  ad- 
joint d'ordre  (m  —  4)- 

j',  :;  et  /  sont  fonctions  doublement  périodi([ues  de  .7;,  et  fonctions 
d'un  paramètre  a,   qui  est  la  constante   de   Fintégralion  ;   d'ailleurs 

-=j-;  f=.y"; 

Si  Ton  consiilèrt"  alors 


QO-,:^,^) 


()y  ()z         ()v  dz 
()x  ôy.         ()x  (),r 


./■; 

cette  expression,  fonction  doublement  périodi(|ue  en  .v  (qui  sert  à  for- 
mer réiément  de  Tinté^^rale  double  de  |)reniière  es[)èce),  restera  Unie 
poui'  toute  valeur  de  .r;  ce  sera  donc  une  fonction  de  a  seulcmenl, 
puistju'elle  doit  se  réduiri'  à  une  constante  pai'  lapporl  à  ,/■. 

En  faisant  sur  a  un  changement  de  variable  convenable  et  en  dési- 
i;nanl  par  a  le  nouveau  pai'amètre,  on  pouria  nianifcslement  (''criic 


Or  les  é(|uations 


donnent 


donc 

('0 


Q(j--,0 

dy  Oz         Ov  ()z 
ôjc  Oa        da  Ox 

dy  = 

f, 
ax                ()a 

=  I . 


dz  =  ~  d.v  -+-  -^  da 
or  (la 


da  = 


<)z  ÔY    , 

-r—  «y r^  a. 

()x     •' 


dz  dy      dz  dy 
dx  da      da  dx 


a=.    f'''''Qi.y^--^n{^-dz-/<ty) 
J.  Ji 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  V.  —  l'asc.  Il,   iSSg. 


2'-2  E.     PICARD. 

cl  ((ilr  iiilcgralc  porlora  nécessairement  sur  une  différenlielle  lotale, 
car  u  pcul  être  considéré  comme  fonction  de  (/,  z,  l). 

Ainsi,  la  conslcmtc  d'iiilrp-alioii  a  peut  .s'exprimer par  uiir  iiili'- 
L^ralr  (le  (Ulp-n-nlicUc  totale  (itlarJtée  à  la  .surface  f. 

La  ivlalion  (e)  doit  exprimer  cnlic  j,  -  et  t  une  relalion  al;:él)n(|iic 
( rair  plus  l)as) 

R(/,;,/)  =  C, 

iî  étanl  lalionnelle,  qui  correspond  au  faisceau  de  courl)es  de  genre 
lin,  liacé  sui-  la  surface.  Si  donc  ou  peut  mettre  l'équation  (e)  sous 
c(>tlc'  secoiule  forme,  on  aura  unr  (''iiualioii 

(i,  poui' achever,  il  n'y  aura  ]>lus  ([ii'à  Iraiter  nue  équation  cuire  )-  et  >-'. 
On  voit  que,  théoriquement,  la  solution  n'est  pas  ccnnplète,  puisque 
c'est  seulement  .sou.s  forme  intégrale  (pie  nous  trouvons  le  faisceau  des 
courlies  de  genre  lui,  qui  correspondent  aux  solutions  supposées  dou- 
Meineul  périodi({ues.  Pratitpiement,  la  relation  (e)  permettra,  le  plus 
someul,  d'achever  l'intégraliou  de  r(''(pialion. 

a.  .['ajouterai  encore  nue  remarque  générale  concernant  le  cas  D. 
.le  dis,  en  ])reiuier  lien,  que,  dans  ce  cas,  rintégrale  générale  sera  ob- 
tenue en  joigriaiil  à 

./■(/,/,/")  =  o 

une  é(pialiou  I{()',y',  )'")  =  C,  où  K  est  une  fonction  rationnelle  de 
y,  y' ,  )'  ;  c'est  un  point  ({ui  n'est  pas  absolument  évident,  que  la  con- 
stante puisse  s'exprimer  rationnellement  (et  non  pas  simplement  algé- 
briquement) en  fonction  de  /,  /',  y" .  Mais  il  le  devient,  si  l'on  se  rap- 
pelle le  théorème  suivant  de  M.  Fuchs  :  (^uand  l'intégrale  générale 
d'une  équation  de  premier  ordre 
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est  algrl)ii(|uc  (F  est  un  polynôme),  on  peul   hi  considérer  coninii- 
donnée  par  celle  (''(pialion  F  cl  l\''(pialion 


d.r 
Il  <''lanl  rationnelle. 

Ceci  admis,  on  n'a  ([n'a  remplacer  l'écpialion  f  par  ré(pialion  dn 
premier  ordre 

/(r^P' /'!)  =  <>, 

dont,  dans  riiypotlièse  admise,  l'intégrale  générale  sera  algél)ri(pie,  cl 
l'on  a  de  suite  le  résultat  annoncé. 
Considérons  donc  les  équations 

/'O'i/^X")  =  o,         R(x,>'',7")  =  C; 

le  réseau  R  cou[)e  la  surface  suivant  une  ou  plusieurs  courbes  du  genre 
zéro  ou  un.  T^es  ('-([uations  de  leur  projection  l'u  y  et  )''  siM'niil  doue 
données  jiar 

o(>-,_v-'.  À,  C)  =  o, 

o  étant  un  polynôme  irréductible;  A  et  (]  sont  liées  [)ar  nue  relation 
algébrique 

F(A,C)  =  o. 

X  est,  comme  C,  une  l'onction  rationnelle  de  y ,  y' ,  y" . 

Si  le  gcinv  de  la  relation  F  est  égal  ou  sapriicm'  à  un,  la  surface  / 
aura  au  moins  nue  intégrale  Ai'jjrrmièrr  espèce;  on  pourra  chercher 
directement  les  intégrales  de  première  espèce  de  /.  S'il  n'y  en  a  ([n'ime, 
c'est  c[ue  le  genre  de  F  est  égal  à  un,  et  l'on  aina 

/  Prf>-  +  Qf(>''=  cousl., 

c'est-à-dire  le  faisceau  sous  la  forme  intégrale.  S'il  y  a  plusiem-s  inlé- 
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!;ialcs  (le  |)rciinrrc  csiièci",  deux  do  ("l'ilcs-ci  (Uanl  ("oiiclions  l'une  de 
raiilic,  (III  aura,  en  i'ornianl  le  (juolienl  des  coefiicienls  Af^  dy  on  dy' 
dans  les  deux  inLégrales,  Ti^qualion  du  réseau  sous  forme  (inie.  S'il  y  a 
driix  intégrales  ne  dépendant  pas  l'une  de  l'aulre,  on  aura  les  deux 

•  '(inalioiis 


(]=   fV  dy-\-()dy\ 


qui  devront  donnery,^',  y"  en  fonction  uniforme  de  x. 

Si  le  <j;cni-('  de  F  est  nul,  en  exprimant  Xet  C  en  fonction  d'un  para- 
mèti'r  a  (uniformémeni),  r(''quation  pourra  s'écrire 

et  a,  qui  est  fonction  rationnelle  de  À  et  C,  pourra  s'exprimer  ration- 
nellement en  y,  y\y"-,  c'est-à-dire  que  nous  remplaçons  le  faisceau  \\ 

\r.\v  le  faisceau 

(S  ('tant  rationnelle),  (jui  coupe  la  surface  suivant  une  .seule  courbe 
mobile  de  ijcnre  zéro  ou  un. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  :  Si  la  surface/ u"a  pas  d'int('- 
grale  de  première  espèce,  et  si  l'intégral^  générale  est  une  fonction 
doublement  périodi(|ue  ou  dégénérescence  d'une  telle  fonction,  celte 
iiil(''grale  générale  peut  s'obtenir  en  adjoignant  à /l'équation  d'un  fais- 
ceau 

qui  coupe  la  surface  suivant  une  seule  courhe  (varial)le  avec  a). 

b>n  particulier,  dans  le  cas  des  dégénérescences,  la  courbe  sera  de 
genre  zéro.  On  a  donc  alors  un  faisceau  coupant  la  surface  /suivant 
une  seule  r<jurhe  de  genre   zéro.    Il  ri''sulte  alors  d'un   th(''or(''iiie  de 


THÉORIE    DES    FONCTIONS    ALGEBRIQUES    DE    DEUX    VARIABLES.        273 

M.  Nôlher  (Mat/i.  Aiuialeii,  t.  111)  que  la  surface  sera  iinicursalc,  el 
d'une  manière  uni  l'orme.  Nous  avons  donc  cel  énoncé  : 

Si  r<''qu(ilioii  (lilJriy'iilicll.c 

fiy^y'o'")  =  '^ 

a  poil]-  inirgrale  générale  une  fonclion  ralionitrllr  <lc  r  du  de  <'"■''. 
la  surface  f  .sera  iiniforméiii.cnt  iinicuisair,  à  moins  i/u'clh'  ne  pos- 
sède une  intégrale  de  première  espèce. 

Je  n'ai  rien  de  plus  à  ajouter  sur  le  cas  D;  la  solution  est  complète 
quand  le  f^enre  de  la  surface  est  supérieur  à  un.  Elle  laisse  peu  à  dé- 
sirer quand  le  genre  est  égal  à  un;  mais,  pour  le  genre  zéro,  c'est  seu- 
lement dans  le  cas  où  la  surface  aura  des  intégrales  de  première  espèce 
que  l'on  pourra  tirer  parti  de  ce  que  nous  avons  dit,  pour  la  i'(X'lierchi' 
effective  des  intégrales. 

G.  Occupons-nous  maintenant  du  cas  différent  du  cas  I).  iNOus 
avons  établi  qu'alors  il  y  avait  deux  intégrales  de  dillV'rtMilielles  lotales 

fVdy  +  ildy'     et      f'V,dy  +  (ldy\ 

telles  c]ue  les  équations 

\j  Vdy  +  Ody  =.u, 

P,dy+q,dy'=v 


/ 


donnent  \)onry,y'  cl  y"  des  fonctions  uniformes  de  u  el  r;  soit 

y  =  Q(u,v); 

(le  plus,  en  remplaçant  u  et  c  respectivement  par  «.r  -f-  C  ela'.v  -f-  C, 
a  et  a'  étant  deux  constantes  convenables,  C  et  (-'  deux  constantes  ar- 
bitraires, on  a  l'intégrale  générale  de  l'équation. 
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l'ar  les  rijuatioiis  ci-dessus  écrilcs,  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
c()n([ue  de  la  surface  /'s'cxpriinenl  par  des  t'onclions  uniformes  de  deux 
paramètres;  nous  pourrons  donc  faire  usage  de  tout  ce  que  nous  avons 
dit  sur  de  telles  surfaces  dans  le  troisième  Chapitre. 

Si  la  surface  /appartient  à  la  première  classe  de  surfaces,  pour  les- 
quelles j/,j'',j'"  s'expriment  par  des  fonctions  uniformes  cjuadruplement 
périodiques  de  ii  et  r,  ce  que  nous  savons  reconnaître,  on  aura 

y  =  0(«.r  +  C,  a'x  -+-  ("), 

0  élanl  une  fonction  ({uadruplement périodique  de  «et  v. 

.l'ajoute  cette  remarque,  que  ce  cas  est  le  seul  qui  puisse  se  pré- 
■si-iiler  quand  le  ^eure  de  la  surface  est  ei^al  à  l'unité.  Ceci  résulte 
de  suite  de  ce  que  nous  avons  dit  au  Iroisième  Chapitre  ipie  toutes  les 
dégénérescences  cori'espondaient  au  genre  zéro. 

Dans  le  cas  où  les  intégrales  (i)  auraient  trois  périodes,  Tune  d'elles 
est  de  première  espèce.  Cette  intégrale 


fVdv^Ody- 


peutêti'e  formée;  elle  ne  devra  avoir  que  deux  périodes,  car  la  surface 
a  seulement  deux  cycles  linéaires  {voii-  Chapitre  III).  Or  on  peut 
étudier  les  cycles  linéaires,  et  par  consécjuent  reconnaître  le  nombre 
des  périodes.  Soit  'k{:-)  une  fduction  doublement  périodique  aux 
mêmes  i)ériodes  : 


j  Vdy  +  C>dy\ 


sera  une  fonction  rationnelle  de  (/,>'',  y"),  soit  R(/,  /',/")•  ^-^"  ^^i'™ 
l'étjuation 

dont  l'inlégrale  générale  devra  être  uniforme. 

Ce  c|ui  précède  s'applicjue  aussi  au  cas  où  les  intégrales  (i)  auraient 
deux  périodes,  l'une  d'elles  élanl  de  première  espèce. 

Dans  tous  les  autres  cas,  la  surface  sera  nécessairement  nuicursale, 
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et  l'expression  générale  de  y  sera  une  fonction  rationnelle  de  e"',  e''-'\ 
ou  une  fonction  rationnelle  de  j?  et  ^'"•'^,  ou  enfin  un(^  fonclion  ralion- 
nelle  de  x. 

III.  —  Examen  du  cas  général. 

7.  Nous  avons  supposé  jusc[u'ici  qu'une  certaine  transformation 
biuniforme  était  birationnelle.  Il  faudrait  examiner  maintenant  le  cas 
général  où  l'équation 

(0  /Os/,,r")  =  o 

a  son  intégrale  générale  uniforme;  c'est  une  (]U(!slion  <pii  présente  les 
plus  grandes  difficultés.  Les  considérations  cpii  suivent  vont  nous  mon- 
trer la  difficulté  du  problème. 

L'équation  précédente  revient  à  léquatinn  du  premier  ordre 

Pour  étudier/;  comme  fonction  de  y,  on  peut  applicpier  les  principes 
développés  par  Briot  et  Bouquet  dans  leur  Mémoire  classique  ;  pour 
éliminer  une  première  série  de  difficultés,  nous  allons  supposer  (|ue, 
dans  l'(''tude  des  singularités  de  cette  équation,  on  puisse  toujours  se 
trouver  ramené  au  cas,  à  la  fois  général  et  sinq^le,  spécialement  étudié 
par  Briot  et  Bouquet,  c'est-à-dire,  en  employant  les  noialions  de  ces 
auteurs, 

et  que  de  plus  les  développements  en  séries  correspondant  aux  inté- 
grales ne  contiennent  pas  de  logarithmes.  Ces  conditions  se  trouveront 
réalisées  bien  évidemment  dans  un  grand  nombre  de  cas. 

Quand  l'étjuation  (2)  aura  été  complètement  discutée,  on  aura  à  re- 
venir à  l'écjuation  initiale,  c'est-à-dire  poser 
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L(i  iij-antic  di.fficull('  csl  de  r<^coNiial[rc  si  y  ainsi  ih'-finir  rst  uitr 
foiiclioii  uni foriiir  dr  .v.  Il  est,  facile  do  reconnaître  si,  dans  le  voisi- 
naj^e  de  cha(iue  valeur  atteinte  par  la  variable  x,  la  fonction  y  est  uni- 
forme; mais  cela  ne  fait  pas  nécessairement,  tjuand  il  en  est  ainsi,  qu<' 
la  fonction  }'  soit  réellement  une  fonction  uniforme.  Il  y  a  là  um^  difli- 
cidlé  considérable,  ipTil  paraît  Jjien  difficile  de  lever,  et  nous  avons  du 
iiiius  liorner  à  ce  cas  des  fonctions  intégrales  de  réf[uali<)ii  (t),  (pic 
Fou  pourrait  appeler  à  apparence  uniforme. 

Arrêtons-nous  spécialement  sur  le  cas  où  Fécpiatiou  a  la  forme 

-r-^   =  h      )-,   -r-    ], 
dx-  Y      (l.r  J 

\\  (''tant  l'alionnelle  en  v  et-^^- 

■^  cLr 

(  )n  voit  aisément  t(iut  d'abord  (pie  Téipiation  doit  être  de  la  forme 


d\r 

dx-- 


A,  B,  C  étant  rationnels  en  y. 

On  vérifiera  encore  facilement,  toujours  sous  les  conditions  énon- 
cées au  début,  (juc  Féquation  a  la  forme 

dx^  {r-^a)(y-/j)...(y-/}       ' 

les   (piautités  distinctes  a,  b,  ...,  i  élanl  en   nombre  m,   et   A,    B,  C 
étant  maintenant  des  polynômes  en  j', 

A  de  degré  m  -h-  3, 

B  »  ///+!, 


C 


/;/  —  I . 


Prenons  donc  un  tel  type  d'équations,  et  clierclions  à  quelles  condi- 
lions  riiiléi^rale  générale  pourra  être  uniforme. 
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Considt'i'oiis  donc  Friiualioii 

/•îx  „  ^P  _  A(j)  +  B(j)/;  +  C(y)/y^ 

^    '  /  f/r  (r-«)...(v— /) 

Tout  d"iil)ord  y  =^  a.  ....  I  pcuvciil  èli'O  des  points  siiiunlicrs  des  iii- 
léi;rak's.  Prenons  a,  cl  considérons  récjualion 

A(a)  +  Ij(  a)p  +  C  (a  )p'-  —  o 

donl  nous  supposons  les  deux  racines  y;,  el  p^  dislincles  el  dillérenles 
de  zéro. 

A  cjuelles  conditions  toutes  les  intégrales  de  cette  é(jualion,  (jtii  pcjur 
y=  a  deviendront  égales  à /;,  on  p.,,  seront-elles  des  fonctions  uniformes 
dans  le  voisinage  de _/  =  a?  C'est  ce  que  nous  savons  trouver  avec  Briot 
et  Boncjuet;  ceci  exigera  deux  conditions,  dans  lesrjuelles  ligure  d'ail- 
leurs un  entier  positif  arluli'aire.  \ous  aurons  donc  tleux  conditions 
à  écrire  pour  chaque  racine  du  dénominateur,  ce  qui  fait  \  in  relations. 
Nous  aurons  ensuite  quatre  conditions  à  écrire,  relativement  à  )-  =  x, 

ce  qui  se  fera  en  changeant  dans  l'écpuition  )■  en  -->  el  l'aisonnanl  sur 

y  ^o  comme  nous  avons  raisonné  sur  >•  =  a.  Mous  ohtiendrons  ainsi 
4to  -+-  4  équations,  qui  pourront  d'ailleurs  n'être  pas  distinctes  et  ren- 
fermeront des  entiers  arbitraires. 

En  raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire,  nous  avons  supposi- 
que  l'écjuation  avait  une  iiifuiité  d'intégrales  devenant  égales  à  />,,  et 
une  infinité  d'intégrales  devenant  égales  à  p.,,  pour  )- =  r/,  . . . ,  /. 
Quand  ces  intégrales  existent,  il  faut  bien  qu'elles  soient  holouiorphes 
en  j',  car  ce  sera  pour  une  valeur  finie  de  x  que  Ton  aura  ici  )-  ^  a, 

/y  I 
-^  =  X,  et  nous  avons  supposé  j),j).^  =  o.  On  pour- 
rait, en  restant  dans  la  plus  grande  généralité,  se  trouver  dans  d'au- 
tres conditions;  il  pourra  arriver  qu'une  set/le  intégrale  (  l'holo- 
morphe)  devienne  égale  à  p,  pour  j=  a.  Il  n'y  a  là  qu'une  condition 
d'inégalité,  et  nous  navons  pas  alors  de  conditioii  à  éciii-e  relativement 
à  cette  racine yj,. 

Il  faut  ensuite  chercher  s'il   n'y   aurait  pas  d'intégrale  de  ré(Mia- 

Jourii.  de  Matli.  (\'  sùiio),  liinic  V.  —  Fasc.  II,  1889.  ^O 
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lion  (3)  (Icveiiaiil    iiiliiiic  pour  )•  =;  a.  Ov,  si  Inu  cliaiiL;!'  dans  celle 


(■(lualiini  p  en  —.^  elle  devienl 


_  (¥_  _  A(7)/y^+B(.r)/^'-+C0-)/^' 

II  ne  iloil  pas,  dans  le  castpii  nous  occupe,  y  avoir  d'anlre  inléi(rale 
de    celle  é(pialion    s'amudanl  pour  y  ^  a,  que  p' =^  o;  car  ré^'alit('' 

I p'(l)  =  ./■  nionlre  que  x  S(^ra  linii^;  donc,  |)our  une  valeur  finie  de  r, 
V'  serail  Unie  ci  -^  infinie.   I^a  cnndilion  indi(|nee  cxIlic  seuleinenl  <iue 

C(«) 


(a  —  />)■  ■  .(a  ~-  1} 


ail  sa  [lailie  [('■elle  posiliNc;  nous  avons  seulenienl  donc  inie  coudilion 
d'iiK-yalilé. 

Nous  avons  encore  à  considérer  le  cas  où  p  devieutlrail  nnlle  pour 
une  valeni'  finie  de  y;  il  n'y  a  aucun  embarras  si  celle  valeur  de  y  n'est 
pas  racine  de  i\(  >);  car  on  a 

p(j  —  a){r—/>).  ■■()-  —  /)  _  c/j 
A -h  Bp-tCp'-  ~  dp' 

on  aiu'a  donc 

en  siqiposani  cpie  la  Naleui'  de  )-  soil  >■  =  o,   ce  qui  m^  restreint  l'ien  ; 
donc 

P=  ?  Vr  +  T^'J' ^ '  +  •••• 

a  ^  o,  cou  II  ne  ou  le  soil  de  suite;  par  suite, 

Vf 

l'inversion  sera  uniroiiue. 

Si  la  \aleui'  de  \'  est  racine  de  A(\'),  nous  soinines  dans  des  coiidi- 

lioiis  dill/'iciites.  |iiiis(|ue  alors  ~  se  nri'sente  sous  la  tonne  -■  f^a  dis- 
'         '  dp        ^  (1 
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cussion  n'offre  cepoudaiil  aucuno  difficulté.  Il  suffil  de  poser,  en  dosi- 
<;iianl  pai'  a  la  valenr  de  y, 

y  -  a  =  Ip 

cl  Ton  a  la  forme  classicjue.  On  aura  sculenienl  des  conditions  d'iné^a- 
lité  à  écrire. 

On  devra  tinfin  se  livi-er,  pour  j^  =  co,  à  la  même  discussion  des  dif- 
férents cas  que  nous  venons  d'examiner  pour  y  fini.  C'est  ce  que  nous 
avions  déjà  d'ailleurs  indiqué  plus  haut. 

8.  .Nous  supposons  donc  remplies  toutes  les  conditions  d'éi^aliti's 
ou  d'inégalités,  dont  il  vient  d'être  parlé.  L'inlégirile  générale  de 
r  équation 

dx'  {y  —  a)...{r—l) 

sera  une  fonction  de  x  à  apparence  uniforme . 

Prenons  maintenant  un  cas  particulier;  le  plus  simple  correspond  à 
m  =  o.  Nous  aurons  l'équation 

d'-y  lin  ,  1  ,  ,  dy 

-^  =  aj'^  +  by-  +  cy  +  ./  +  (  ky  +  h  )  ~  • 

Nous  avons  à  étudier  l'écpiation 

p-£,  =  ay^  -+-  f\y^  +  cy  +  d  +  {ky  +  h) p. 

Cherchons  d'abord  si,  pour  une  valeur  finie  de^^,  on  peut  avoir /j  infini. 
Changeant />  en  —,  l'équation  devient 

-  ^  =  P" ( «/'  +  by'  +  ...  +  d)^{ ky  +  h)p"  : 

donc  il  n'y  a  que  jd'  identiquement  nul. 

Examinons  ensuite  si  pour  j,  racine  de  l'écfuation 

ay»  -+-  by-  +  cy  +  d  =  o, 
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(III  ne  pourrait  j)as  avoir/)  =  o.  Sii[)posoiis,  coiniiiç  il  csl  pcniiis,  ^/=  o 
cl  soil  >'  =  o  ci'lto  raciiK».  En  posant  p  =  \y,  l"(''(pialion  dcviiMil 

... .  (il  _  ff  x^  +  ^) K  +  c  —  ?■-  +  ( A- r  +  /Q >■ 

\^)  YTy  -  "  ^  X  "  ' 

on  a  à  coiisidérrr  les  racines  de  c  —  A-  +  A  A  =  o;  soient  A^  elÀo  ces  ra- 
cines. 11  faut  envisat;er  le  coefficient  de  \  —  \^  ou  X  —  \.,  dans  le  se- 
cond inenihi-e;  ces  coefficients  sont 

/(  /( 

—  2  +  ^     et     — 2  +  .-; 

si  lenis  parties  réelles  sont  négatives,  il  n'y  aura  (jue  deux  intégrales 
(les  h(iloinorphes)  et  pas  d'autres.  Si  ces  rjnanlités  sont  positives,  il  y 
aura  d'autres  intégrales  devenant  égales  à  A,  ou  \.,  ;  mais,  dans  tous  les 
cas,  l'c-quation 

^f  =  K(A.,+  ...), 

lie 

ne  donneia  pas  pour  X- une  valeur  finie,  (juand  j-  tendra  vers  zéro.  Il 
n'y  aura  donc  pas  de  ce  chef  de  valeur  de  x  où  la  fonction  cesse 
d'avoir  une  apparence  uniforme.  Il  n'y  a  pas  à  se  préoccu[)er  enfin  pour 
ré(juation  (3)  du  cas  de  A  =  o  pour/  =  o,  car  ceci  é(juivaut  à /rayant 
dans  l'étpialiou  initiale  une  valeur  finie  arbitraire  ditlerente  de  zéro. 

9.    Nous  avons  jns((u'ici  laiss(''  de  côté  le  cas  de  y  =  se;  remplaçons, 
[lonr  ('Indiei'  ce  cas,  y  par  --,  dans  ré(|nation  initiale.  Elle  devient 


Nous  avons  donc  à  ('"ludier  les  intégrales  de  ré(|natiou 

(  ^^'  )       y  rfy'  = ' — '-,7—' ' 
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dans  k'  voisinage  de  /'=  o.  Soit  réquation 

2//^  —  <7  +  kp'  =  o, 

dont  les  racines,  supposées  distinclcs,  seront  dési_i;nccs  par//,  c^  p,- 

Si  Ton  suppose  qu'il  y  ail  une  infinité  d'intéi^rales  holonior[)lies  de- 
venant égales  à  p\  et  pareillement  pour/).,,  il  faudra  que 

a  a 

2  -H  — T,     et      2  H n  > 


(10 

()- 


qui  représentent  respeclivcnienl  les  dérivées  du  second  ineinhn 
(4)  pour^'=  o,/j'  =  /)',  et  pour  j^''=  o,p'  =  p.,,  soient  des  entiers  p 

sitif's.  Ces  deux  quantités  peuvent  se  remplacer  par  4  H — r-  et  4  +  -r  • 

Ainsi  —r  et  —r  sont  des  entiers  au  moins  éiiaux  à  —  '5. 

lU       Pi  .   _       " 

,^    ■     k  k  I  'i  I      k-  a 

Soil  —  =  ni,  —  =  II,  on   aura 1 —  = ,  —  = 

/*,  />,  //(  Il  2     mit  1 

On  pourra  satisfaire  à  la  première  relation  avec  des  entiers  au  moins 

égaux  à  —  '.\,  dans  la  seule  hypothèse 

m  =  —  I,  Il  =  2;  on  aura  alors         A-  =  a. 

On  a  encore  deux  autres  relations  à  écrire;  elles  sont  faciles  à  fonnei-, 
mais  très  compliquées.  Je  ne  les  écrirai  pas  ici,  me  proposant  tout  à 
Theure  de  faire  le  calcul  complet  pour  un  cas  particulier  un  peu  plus 
simple. 

Nous  avons,  en  résumé,  (rois  relalions  entre  les  quanlités  a,  h,  c, 
(I,  k  moyennant  lesquelles  l'intégrale  générale  de  l'équadon 

-l^^ar  +  by-+cy  +  rl+ky-^^ 

est  à  apparence  uniforme  (nous  avons  fait  h  =  o,  comme  il  est  évi- 
demment légitime). 

10.  Une  question  se  pose  maintenant,  qui,  si  Finlégrale  était  réelle- 
ment uniforme  dans  toute  l'étendue  du  plan,  reviendrait  à  Vintégra- 
tioii  de  l'équation.  Peut-on  associer  à  l'équation  précédente  une  autre 
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('■quiilidii,  présentant  les  mêmes  caractères,  mais  dont  l'intégrale  géné- 
rale n'diira  pas  de  pôles?  Nous  allons  voir  cjue  la  chose  est  possible. 

(^)uand  y  devient  infinie  (soit,  par  exemple,  pour./;  =  o),  nous  avons 
deu\  développenienis 

(  I  )  y  =  ^  +  [i  4-  y./'  +  o.t-  +  . . . , 

(2)  y  =  -  +  p'  4-  y'./-  +  o'.f-  -I-  l'x^  + 

.le  sup[)use  (pie  le  pi'L'iiiier  développement  corresponde  à  la  racine 
yOj  =  —  k,  les  li-ois  premiers  coefficients  a,  [3,  y  sont  déterminés;  cest 
ce  (pic  montre  de  suite  Féipiation  (4)  du  paragraphe  précédeul.  Dans 

le  second  développement  correspondant  à  />.,  =  ->  les  cinq  premiers 

coefficients  a',  j3',  y',  ù' ,  t'  sont  connus. 

Ecrivons  les  valeurs  de  a  et  p  (en  supposant,  comme  ]ilus  haut, 
//  =  o),  on  a 

I  n  h 


2  .  2Ù 


a'=r  ^,         {i 


Ceci  posé,  j'écris  la  combinaison  suivante 

On  peut  choisir  les  constantes  A,  B,  C  de  manière  que  Y  ne  devienne 
pas  inlinie  pour  le  premier  dévelojipement;  il  suffira  (pie 

a  A  —  C  =  o, 

■jApa  +  Ba  =  o, 
ou 

A  4-  C/»  =  o, 

Ab  —  2Ba  =  o; 
Y  aura  donc  seulement  des  pôles  (doubles)  correspondant  au  dévelop- 
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on  voit  de  suite  (jue  a",  [i",  y",  o",  £"  sont  connus,  puisque  a',  [î',  y',  o', 
e'  le  sont.  Il  ne  semble  pas  a  priori  qu'il  en  soit  de  même  de  r,  ",  mais 
cependant  ■/]"  est  éj^alement  connu;  car  soit,  dans  (  2),  •/]'  le  coeflicient 
de  X"',  le  coi'fficient  de  .'•'  dans  Y  sera 

A  .  2aT;  +  2  A  fi'c  +  15ô'  +  4  Or/  ; 

,    I-  .  .     .  /'  .  V        I  .         .         , 

or  r,    (hspaïail,  car  Aa  -+-  2(>^  o,   puistpie  -  =  -,  ce  i\\\\  re\ienl  a 

,  ,       1  { 

a.  -h  2  y.  =  o  ;  or  a  =  t  >  a  ^  —  7  • 


Ayant  ainsi  tonne  lexpressiou  ^  ,  [tosons 

F  =  ///  Y'  +  //  Y-  -1-/J  Y  -H (^  Y  +  /•)  'j^ 


t\         [  d\\- 
u  )  ' 


s 


<jui  aura  des  pôles  se\tn])les.  Les  coefTicienls  de  toutes  les  puissances 
négatives  dans  le  développement  au  voisinage  d'un  pôle  seront  dé-ter- 
.  minés;  c'est  ce  qui  se  vérifie  immédiatement,  puis(jue  dans  \  tous  les 
coefficients  jusqu'à  rj"  inclusivement  sont  déterminés.  Par  consi'-cpienl, 
on  peut  choisir  les  si\  indéterminées  qui  ligurenl  dans  Texpression 
précédente,  de  manière  que  tous  les  pôles  soient  des  pôles  simples. 

Cela  fait,  le  résidu  commun  correspondant  à  tous  ces  pôles  sera  connu. 
Si  ce  résidu  n'est  [)as  nul,  on  ])ourra  faire  en  sorte  ([u'il  soit  égal  à 
Funité.  L'expression 

(i  ^  <•■' 

sera  alors,  connue  V,  une  foiielion  à  ap[iaienee  uniicjinie,  mais  cUf 
n'aura  plus  lie  pàlr.s.  (_)n  voil  ipie,  si  i"  est  réellement  uniforme  dans 
toul  le  plan,  (i  sera  une  fondiou  enlière  de  .r.  Cette  fonelioii  (i  salis- 
fait  à  une  équation  du  troisième  ordre  qui  se  déiluit  de  suite  de  l'équa- 
tion proposée  enj';  dans  ce  cas,  cette  équation  du  troisième  ordre  aura 
pour  intégrale  générale  une  fonction  holomorplic  dans  tout  le  plan. 
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11.   (Considérons  encore  le  cas  plus  particulier  de  Féqualioii 

d-  Y  dv       1    .. 

dx-  dx  ■'  ■^ 

La  discussion  se  l'ail  comme  prccédemmenl,  sauf  pour  ce  qui  con- 
cerner^ =  30.  Ici  les  pôles  seront  douilles.  Soit  x  =  o  un  le!  pôle;  écri- 
vons le  développement 

y  —  —,  -h  '-  -h  Y -I-  ox  +  tx-  -+-  r^x'  +  . . .  . 

Les  six  ju-emiers  coefficients  de  a  à  tj  sont  déterminés.  Ecrivons  les 
résultats  complets  du  calcul  : 

(I  )  ba  +  G  =  o, 

(.)  p  =  _«-        6. 


5  5b 

a'' 
25  h 


{'0  ^  = 


S'.ai 


())  io£  =  -^^^ h^Y'  +  cy, 

Gtj  +  2a£  -t-  2/>Y^  +  ■ilr^t  -+-  -iboLT^  -\-  co  ^  o, 
6yj  =  2<7£  -+-  2^/Y^  +  -zW^i  H-  co, 
Gy]  =  o(c  -H  2/>y)  -+-  '-i^l"  -t-  ^fl), 

JMifm  nous  avons  l'équation  de  condition 

3av]  -I-  -îb^ri  H-  2/^Y^  -+-  bi'-  -k-  et  =  o, 
Y)  (  3  a  +  2  A  [i  )  +  £  (  2  A  Y  +  '•)  -H  />  0-  =  o, 


1~  T,  ^7 


.J  20 


£  -p   +  t/O"  =  O, 


grt  /rt-o         32(7; 


a-  n" 


10  \  20  5     /  20         4-5".  6 
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OU,  en  divisant  par  —z, 

2  J 


q/an  \  a" 


q«  0  n* 

lOOî    ' 


10  4.0'.  h 


9(7  0 


3/|aO'V  io(//Y-4- cy)  =  o; 


10        4-5'^ 
or 

■     „  ^ b  /  a-  f\2        c  l   a"-  c\   '?'*  c' 

"!'"  "^  ^"^'  ~"  4  l^;^  ~"  7^7   "^  2  ViàT;  ~'  7>,/  ~  4'^^ï^^  "'  W 
34c).«3            a'        io«*  5  (•-  11  ^  «' 

10  4 -5*. 6    4.5'.6  2     6  '  1  .)'.2f) 

Kn  réduisant,  on  ari'i\('  à  la  relation 

Telle  est  la  condition  (tout  ce  calcul  suppose,  hieii  mlendu,  h^zzo) 
pour  que  Tinlégrale  générale  de  l'équation  soit  à  apparrucr  uinfoi-iiic. 

Nous  pouvons  ici  raisoinier  sur  y  eoniuie  nous  avons  raisoinu'  sur  \ 
au  paragraphe  précédent.  On  formera  une  combinaison 

F  =  m_x'  +  ny-  4-  py  +{py  -h  r)  --  4-  .v  (  ^ 


telle  que 

Ct  =  e 

n"ail  ])lus  de  pôles. 


/'■■'■■ 


12.  (  litous  encore  un  autre  type  d'é(piations  dont  rint(''gral('  géné- 
rale est  à  apparence  uniforme. 

Etant  donnée  une  surface  /'(./•,)'-,  j)  =  o,  on  connaît  riiuporlaiice  de 
l'identité  en  x,  y  et  z 

A  -f-  +  15  4^  +  (  -  -f  1=.-    --+-—■  +  —/  ,f,  )-,  3). 
0.V  ÔY  dz        \().i-         Ov         0:   '■ 

(pii  est  intiniemeul  ii(''e  à  la  liiéorie  des  inl(''giali's  di'  picuiirrc  cspèci'. 

Journ.  de  Matli.  (  \'  série),  tome  V.  —  Fasc.  Il,  18S9.  '7 
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Si  Ton  peut  salist'airc  à  celte  identité  en  prenant  pour  A  un  polynôme 
de  degré  m  —  3  en  j'ct  :;  et  de  degré /?^  —  2  en  x,y,  z,  et  pareillement 
pour  B  el  C  rexjiression 


J 


f'z 


est  une:  intégrale  de  première  espèce  (en  y  ajoutant  seulement  des  con- 
ditions relatives  à  la  manière  dont  se  conduisent  les  surfaces  A  =  o, 
B  =  o,  (]  =  o,  par  rapport  aux  singularités  de  la  surface).  Si,  ces 
mêmes  dernières  conditions  étant  remplies,  nous  pouvons  trouver  trois 
polynômes  A,  lî,  C  des  degrés  indiqués  et  tels  que 

A'f +  B^  +  Gf 

soit  divisible  par_/(^',j^,^),  sans  que  le  quotient  soit 

ô\       OB        dC 
<).v        a  y        a:- 
l'expression 

B  dx  —  A  df 

ne  sera  pas  une  différentielle  totale  exacte  ;  mais  nous  pouvons  l'appeler 
une  expression  différentielle  de  première  espèce,  en  ce  sens  que,  ([uelle 
que  soit  la  relation  analytique  que  Ton  établisse  entre  x  et  y  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  arbitraire  ,x-„  d/n,  l'expression 


/ 


B  d.r  —  A  dy 


resle  toujoiu's  finie. 

Ceci  posé,  considérons  une  surface  du  genre  an,  admettant  deux 
expressions  dillérentielles  de  prenjière  espèce 

hda^  —  Ady  B^da;  —  A^dy 

TV  yy     " 

(BA|  —  AB,  n'étant  pas  identiquement  nul). 
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.le  foriiK?  le  syslènie  des  deux  équations  du  ju'cmier  ordre 
('    B  dx  —  \  dr         1  ' 

(0 

\      n       ~~  "' 

devaul  donner  x,  y  en  fonction  de  la  variable  indépendanle  u. 

L'intégrale  générale  de  ce  système  est  à  apparence  uniforme.  On  a 
en  effet 

BA,-AB,  =  Q(.r,j, -)/;', 

Q(.r,  j^,  z)  étant  le  polynôme  adjoint  d'ordre  m  —  \  (pii  coupe  (eu 
dehors  des  lignes  multiples)  la  surface  suivant  unv  ou  plusieurs 
couri)es  C  de  genre  zéro  {voir  au  troisième  Cha])itre).  Pour  ces 
courlies  (£,  on  a  idenliquemcnl 

Bf/x  —  Af/)-  ^  o, 
B|  dx  —  A,  dy  =  o, 

,1                 ■          r  B  d.r  —  Kdy    .,       .     i  •-  ,  , 

car,  l  expression   /  -r, ^  étant  de  prenuere  espèce,  quand  on 

l'emplacera  x,y,z  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre, 
l'expression  deviendra  infuiie  si  l'élément  n'est  pas  ideutique-ment 
nul. 

Donc  il  ne  sera  pas  possible  pour  un  système  intégral  des  é([ua- 
tions  (i)  (pie  x,  y,  z  atteigne  un  point  des  courbes  (].  Donc  ',  j',  z 
ne  cesseront  jamais  d'être  des  fondions  uniformes  de  ii\  elles  sri'oiii  à 
apparence,  unifornu'. 

15.  Cette  étude  des  écpialions  dillérenlielles  algébiicjucs  où  la 
variable  ne  ligure  pas  explicitement,  cl  dont  1  iiil(''gial('  gén(''ialc  est 
unifoi'nie,  me  paraît  avoir  une  très  grande  importance.  C'est  en  l'ap- 
profondissant que  l'on  pourra,  sans  doute,  d(''couvrir  de  nombreuses 
classes  d'écpialious  différentielles  dont  Finlégralion  deviendra  |)Ossible. 
Prenons,  par  exemple,  l'écpiatiou  difTérentielle  du  premier  ordre 

/étant  un  polynôme. 
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I.(^  prnblf'ine  siiivanl  inrrilc  d'rlre  posé  :     . 

l'uiiii(i-(-on  ((('■Icnnincr  une  fonclion   ralioiLiicllr  U  dr  j:,  y,  z, 
relie  (lernière  qaaiililé  élaiil  déjinie  peu-  V équation 

/\x,y,z)  =  o, 
(le  telle  .so/'/e  que  les  (leur  ('(juatioiis  (lll)vrenlielles 


(K 


liiiellenl  pour  inl(\L:iriles  ii(''n('i'ales  ries  foi/r/io/ts  unifoifncs  rie  /? 


Il  ou  i-ésulk'iail  l''^icl(•null('Ill  l'inlégraLiou  de  Téqualion  (  1),  x  cl  y 
se  ti()u\aiit  cxpriiiH's  par  des  fonctions  uniformes  d'un  paramètre. 

INiiii-  lii(li(pier  au  moins  un  exemple  d'une  telle  inlégralion,  hor- 
nous-nous  au  cas  où  rintégralion  du  système  "(a)  se  ferait  à  Taide  des 
fondions  rpiadrnplemenl  périodiques.  Dans  ce  cas,  pour  la  surface  (i), 

c/ )       ,  .  1  r  •  11  •     •       1- 

./■;  )■  el  -j-  s  ('\prun(M'oril  pai'  des  tonclions  (piadruplemenl  périodiques 
de  deux  païamèlres  //  cl  r;  de  plus,  comme  il  a  (''(('■  vu,  on  aura 

U  ~  al  +  C,  f  =  ht  +  C, 

a  el  h   éianl  deux  constantes  convenables,  C  el   C  deux  constantes 
arbitraires.  On  pourra  tirer  de  (r) 

y=^¥.,(u,v), 

cl  les  fonctions  F  son!  à  considérer  comme  connues. 

Ou  devra  j^ouvoir  déterminer  le  rapport  des  deux  constantes  a  et  h 
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de  telle  soi'te  qu'on  ait  identiquement 


au  ôv 


ï'^("'^")  =  -^»Êr — -W 


Ou  o\' 

S'il  en  est  ainsi,  on  aura  l'intégrale  générale  de  l'équalion  (i)  par 
les  formules 

a?  =  F,  (at  -t-  C,  bl  -¥-  C), 

et  l'on  peut  dire  que,  étant  donnée  l'équation  (i),  il  est  possible  de 
reconnaître  si  elle  est  susceptible  d'être  ainsi  intégrée. 


IV.  —    (Quelques  remarques  générales. 

14.  Dans  les  généralités  du  n°  1  de  ce  Chapitre,  nous  avons  siqjposé 
que  l'intégrale  n'avait  pas  de  singularités  essentielles  à  distance  finie; 
d'autres  circonstances  peuvent  se  présenter.  L'intégrale  peut  avoir  des 
singularités  essentielles  à  distance  finie;  voici  un  premier  exemple  très 
simple. 

Soit  R(>')  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  y.  De  la  relation 


y     dy 


Çy     dy 

on  peut  tirer  une  équation  différentielle 

j.  f        dy    d-y\  __ 

f  étant  un  polynôme. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  sera  à  apparence  uniforme: 
elle  aura  un  ])oint  singulier  à  distance  finie,  et  elle  ne  sera  véritable- 
ment une  fonction  uniforme  que  si  Fintégrale  elliptique  admet  'i-i 
pour  période.  Par  cet  exemple  si  simple  on  voit  que  les  conditions 
exprimant  <pie  Tintégrale  d'une  équation /=  o  est  une  fonction  uni- 


21)2  E.     l'ICVUD. 

fortiu'  se  Iraduirout  en  grné?-al  par  des  relations  transcendantes 
entre  les  eoefflcients  de  Véqiiation ;  au  conlralre,  comme  nous  l'avons 
indiqué  plus  haut,  les  relations  seront  algébriques  si  Ton  veut  seule- 
ment écrire  que  Tintégrale  est  à  apparence  uniforme. 

Voici,  povu"  le  cas  du  troisième  ordre,  lui  autre  exemple  où  vont  se 
présenter  des  circonstances  analogues,  mais  crune  manière  plus  com- 
plexe. 

Soit  ré({uation  linéaire  du  second  ordre 

(t-  Il  du 

-T-T  -^-  P  -, — h  au  =  o 

cly-        i    dy        2 

ip  el  q  fonctions  algébric|ues  de  j-'). 

JjC  rapport  de  deux  intégrales  distinctes  satisfait  à  rétjuation  bien 
connue 

3  /  ï,"\-  I      o        dp 


',  -^  I  'i    \  '      ■)        "P 

en  désignant  par  rj(y)  le  rapport  de  deux  intégrales. 
(  )r  posons 

cl  considérons  j'  comme  fonction  de  z.  Cette  fonction  y  de  z  satisfera 
manifestement  à  une  écpiation  du  troisième  ordre  algébri({ue  entre 

dy       d-v  (i^Y 

■^  '      d:        dz-  dz'  ' 


soit 


^  U'  di:  d¥'  dz^ 


Ceci  est  général;  soil  maintenant  Focjuation  linéaire  telle  que 

donne  jiour  j'  une  fonction  fuclisienne  de  z,  soit 

7  =  9(-)- 
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L'intégrale  générale  de  réquation  F  sera 


>'  = 

a,  b,  c  étant  arbitraires.  Nous  avons  donc  une  équation  admettant  pour 
intégrale  générale  une  fonction  uniforme,  et  ce  que  je  veux  surtout 
remarquer,  c'est  que  le  domaine  dans  lequel  est  détej-tnince  la  fonc- 
tion, est  ïmriable  avec  l'intégrale  que  l'on  considère. 

Un  exemple  particulier,  rentrant  dans  le  type  précédent,  est  fourni 
par  l'équation  suivante,  rencontrée  par  Jacobi  dans  son  Mémoire  sur 
certaines  séries  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (^Journal  de 
Crelle,  t.  34), 


•'      ^  ■^   dx^  dx  dx-  I  \  dx- 


r    1  ''''  y 


Son  intégrale  générale  est  uniforme  et  de  la  nature  des  fonctions 
modulaires. 

13.  Les  considérations  que  nous  avons  développées  sur  l'équation 

/(j'>j'.r")  =  o 

peuvent,  avec  très  peu  de  modifications,  s'étendre  à  la  classe  des  équa- 
tions du  second  ordre  où  ./;  figure  explicitement 

quand  on  est  dans  le  cas  dont  M.  Fucbs  a  commencé  l'étude,  et  sur 
lequel,  pour  les  équations  du  premier  ordre,  AL  Poincaré  a  donné 
de  si  remarquables  résultats;  je  veux  parler  des  équations  dans  les- 
quelles les  points  critiques  sont  fixes,  c'est-à-dire  indépeiulants  des 
constantes  arbitraires. 

Les  raisonnements  faits  par  M.  Poincaré  pour  les  équations  du  pre- 
mier ordre  peuvent  être  i^épétés  ici.  Si  J'o^/o'/n  ^^^t'  ^^^  valeurs  ini- 
tiales pour  X  =  .roj  '"Jii  ^1  si  l'on  suit  un  cbemin  déterminé  (ne  passant 


2f)4  É.     PICARD. 

j)as  par  les  poinls  critiques), 

y"-^yX'^'^yo,y'o^y"o), 

y,  y', y"  élant  des  foiiclioiis  uni forincs  de  (  .Vm  .>'o'  y'a)i  ^^  inversemenl 
y\iy'«^y«  *^c»nt  des  fondions  unil'oriiies  de  ()', y',  y").  Malhcurcusr- 
ineiil  la  fin  du  raisonnement  Jicst  plus  applicable  ;  la  Irausfornialion 
(jui  transforme  la  surface 

(•si  hiuni  forme  ;  mais,  nous  le  savons,  elle  n'est  |)as  nécessairement  bi- 
ralionnelle,  et  c'est  ce  ijui  vient  changer  du  tout  au  tout  le  caractère 
de  cette  théorie. 

Si  l'on   suppose  ([ue  la   transformation  est  Irrationnelle,  et  (pu-  le 
genre  de  la  surface 

./(■^■'j'y^.)'")^"»  ■ 

en _)-,_)•',  )-",  est  supérieur  à  Tunité,  le  développement  de  la  théorie  ne 
présentera  aucune  difficulté,  après  ce  que  nous  avons  dit  sur  la  trans- 
fornuition  des  surfaces.  Si  la  surface -/"  n'admet  qu'vm  nombre  limité 
de  transformations  biralionnelles  en  elle-même,  l'intégrale  sera  néces- 
sairement algébrique.  Si,  comme  il  peut  arriver,  la  surface  admet  une 
inlinilé  de  transformations  biralionnelles  avec  un  paramètre  arbitraire, 
on  démontre  aisément  qu'on  sera  ramené  à  l'intégration  d'une  étpia- 
I  ion  difr(''rentielle  du  premier  ordre,  algébrique  entre  ,i',  ^'  et  y',  et  don  t 
Tinlégrale  générale  a  aussi  ses  points  critiques  fixes. 

I().    Si  le  genre  de  la  surface 

pour  X  arbitraire,  est  inférieur  à  deux,  nous  allons  nous  borner  aux 
cas  où  cette  surface  rentrerait  dans  l'un  ou  l'autre  des  types  étudiés 
aux  n""  \-  et  o  du  (Ihapilre  111. 
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Plaçons-nous  d'itljord  dans  le  premi(?r  cas  :  les  coordonnées  d'un 
])oinl  quelconque  de  la  surface  sont  alors  susceptibles  de  s'exprimer 
par  des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux  paramètres.  Les 
deux  surfaces 

(i)  /(''y,  7./.  7")  =  ". 

(2)  /(•^•o,;'o,;'o,7Ô)  =  o 

se  correspondent,  avons-nous  dit  d'une  manière  générale,  point  par 
point,  et  il  est  admis  que  cette  correspondance  est  birationnelle.  Ecri- 
vons les  équations  de  la  correspondance 

r"=F,(.r,_>-,„_>-;„  1-;), 

les  F  étant  rationnelles  en  j'„,  y[^,  y"„. 
Considérons 

f  i' 0  d) '„  -t-  Q 0  dy„     et      j  \\„  dy^  -+-  S „  dy\^ , 

deux  intégrales  de  première  espèce  de  la  surface  (2). 

La  transformation  pi'écédente  les  transformera  en  deux  intégrales 

JP dy  -+-  Q  dy'     et      f^dy  +  S  dy\ 

relatives  à  la  surface  (i),  et  ici  P,  Q,  R,  S  dépendront  de  x  en  général. 
Nous  pouvons  donc  écrire 


(3) 


r  '    Prfj4-Qrf/-  f  "  "  'P,dy,  +  Q,dy„, 

j        ^Y,  ï'.  ï"  ^Yo.ïô.Yi' 

f    /  Rdy+èdy'=  R„  dy„  -k  S„  dy\, , 


en  considérant  deux  intégrales  de  l'équation  différentielle  correspon- 
dant aux  valeurs  initialesjKojy,,)  yô  et  Y„,  Yj,,  Y"^. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  V.  —  Fasc.  Il,  1889.  J" 
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Les  seconds  membres,  et,  par  suite  les  premiers,  dos  relations  précc- 
(leulcs  sonl  donc  des  consLantes,  c'osl-à-dire  indépendanls  de  x;  dési- 
i;nons-les  par  a  et  [ïl. 

Revenons  mainlenanl  aux  surfaces  (r)  el  (2),  et  envisageons  une 
siibslitulion  ])irationnelle,  connue  cette  fois,  transformant  ces  sur- 
faces. Soient 

y  =  9,  (.X-,  y.,  jj.,  v),         /(./;,  7,  /,  /')  =  o, 
y  =  9.,(.x',  X,  ij.,  v),  /  (.r„,  \  a,  v)  =r  o, 

(i  nous  pouvons  supposer  <pir  les  cp  dépendent  algébriquement  de  .r. 
Nous  avons  là  une  suhslitiilion  connue,  et  les  coefficients  À,  a,  v  dans 
les  cp  sont  des  fonctions  algébriipies  connues  de  ./•.  Que  va  donner  cette 
transformation  effectuée  sur 

(4)  j'vdy+()<ly'     ..t      j'\\,ly+^dy-l 


Si 


f  A  Jk  +  15  ./a       et        r  C  'l'A  +  I  )  ./ij. 


sont  deux  intégrales  distinctes  de  la  surface  /(-c,,.  A,  a,  v)  =  o,  on 
aura  nécessairement 

P  >/y  +0  dy'  =  M(  A  >rk  +  15  du.)  +  M  (C  ^fA  +  D  di).), 
W  dy  +  S  r//  =  P(A  dl  +  B  dii.)  +  (K<>  '/A  +  D  du.); 

M,  i\,  P,  (^  ne  ilépenfiroiit  pas  de  .r,  car,  d'après  (3),  les  périodes  de 
(4)  ne  dépendent  pas  de  ./;.  JNous  pouvons  donc  écrire,  en  ayant  préa- 
lal)lement  fait  mie  combinaison  lin(''aii'e  ciinvcnaiili' 

P  ,ly  -)-  ()  dy'  =  A  r/À  -^  15  d^,  H  dy  +  S  dy'  =  C  ./a  -h  Du., 

A,  13,  (Z,  I)  ne  di'ix'iidaiit  pas  de  j';  el,  par  suite,  (>n  désignant  par  L, 
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M,  N  les  valeurs  de  X,  [x,  v  correspondanl  à  \  ,  \',  \",  nous  aurons 


X 


1.,  M,.\ 

A  r/A  -I-  BrftA  =  a, 


Si,  au  lieu  d'intégrer  depuis  (X,  [j.,  v),  nous  intégrons  depuis  des  va- 
leurs arbitraires  constantes  A,,,  a,,  Vo,  nous'pourrons  écrire 

f  """  A  r/A  +  B  rfpi  =  a  ^-  G(x), 

r""""' C  f/X  +  D  rfui  =  p  ^-  G,(,x-). 

L,  M,  i\  seront  donc  des  fonctions  uniformes  quadruploinent  pério- 
diques de 

a  +  G(.r)     et     ^  +  G,(x), 

et  l'on  aura  par  suite,  en  revenant  à 

Y  =  ç,(.r,  L,M,N), 

l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  proposée. 

Mais  nous  avons  introduit  deux  fonctions  G(./;)  et  G|(js'),  que  nous 
ne  connaissons  pas  encore;  je  dis  que  la  recherche  de  ces  fonctions  se 
ramènera  certainement  à  une  quadrature.  En  effet,  quand  on  passe 
d'une  intégrale  à  une  autre,  les  constantes  a  et  ^  changent  simplement. 
Donc,  si  nous  posons  a  priori. 

Y=9,(.r,L,  M,  N), 
Y'=9,(x,L,M,  N), 
Y'  =  9,(.r,L,M,  N), 

L,  M,  N  étant  des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  u  et  p,  en 
posant 

«  =  a -(- G(.r),  (' z=r  p -H  G,(.r), 
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nous  aurons  deu\  équations  diiTérenliclles  pour  déterminer  a  et  r,  en 
écrivant  que  \'et  Y"  sont  les  dérivées  prennières  cl  secondes  de  Y. 
(k's  équations  déterniinin'ont  nécessairement  u  et  r  par  de  simples 
([uadratures.  Nous  arinvons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Sof/s  li's  hypothèses  faites,  l'intégration  de  l'équation  se  /-amène 
à  des  quadralufcs. 


l(j.  Examinons  nuiintenaut  le  cas  où  la  surface  ferait  partie  de  la 
seconde  classe.  On  pourra,  dans  ce  cas,  exprimer  x,  y'  et  y"  en  fonc- 
tion rationnelle  (Fun  paramètre  'k  de  0  et  de  y/K(6),  R(0)  désignant  un 
polynôme  du  quatrième  degré  en  0.  Les  rapports  des  périodes  de  Fin- 
tégrale  de  première  espèce  de  la  surface  ne  pouvant  pas  dépendre  de  j?, 
les  coefficients  de  K(0)  ne  dépendent  pas  de  x.  Quant  aux  coefficients 
de  X,  0  et  v/l{(0),  nous  pouvons   les  supposer  fonctions  algébriques 

de  X.  Nous  pouvons  remplacer  0  et  Vl^C^)  par  t'('/)  ''^  ?  X")?  ?  ''ti'nt 
une  fonction  doublement  périodique  de  u.  Cette  lettre  u  représente 
Fint<''grale  de  première  espèce  de  la  surface;  par  suite,  en  raisonnant 
comme  plus  haut,  on  verra  que  u  est  df  la  forme 

.  (\{x:)  +  rj,^ 

y.  étant  une  constante  arbitraire.  U  on  résulte  (pie  la  détermination  de  u, 
en  fonction  de  j;,  se  ramène  à  une  cjuadrature;  il  reste  à  déterniin(>r  X. 
On  se  trouve  alors  dans  le  cas  des  équations  du  premier  ordre;  A  sera 
donc  donnée  par  une  équation  de  lliccali. 

17.  .riudi(pierai,  en  terminant,  une  équation  dilTérentielle  curieuse, 
à  lacjuelle  conduit  la  théorie  des  fonctions  ellipi  iques,  et  dont  Fintégralc 
générale  a  ses  points  critifjues  fixes. 

Désignons  par  co  et  co'  les  périodes  de  la  fonction  elli|ilique  su./-,  el 
soient  a  et  /'  deux  constantes  arliitraires.  T..'ex])ression 

u  =  sn(  r/ co  +  Inù'  ), 

considéré*!  comme  lonction  du  module  A,  satisfait,  (pielles  (pie  soient 
les  constantes  a.  et  />,  à  une  é(piation  diir(''rentiellc  du  second  ordre  (pie 
nous  allons  foi  nier. 
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Posons 


on  aura 


(.)  k^,^k^)^y  +  ^^,.^ik^)^ky  =  o. 


Soit 


O  =  ^ " g ,        A.r  =  v/(i  -  x--)  ( I  -  A-a.-^')- 


Il  étant  supposé  constant,  on  peut  regarder  O  coninie  t'onrlion  de  k. 
Elle  satisfera  à  l'équalion 

^    ^         ^  ■' dk-         dk  •  ■'  (1  —  k-u')\ii 

L'ég'alilé  //  =  sn(V<oj  -+-  /ko'  )  l'evimit  à  12  =  )';  on  a 

I     du         du  dy 

Ï7i  dk  ~^  dk  ^  dk' 

d^- Il     I  ;  V/mV     u{2k^u- — I  —  k-)  du  kii-  d'-il        d- y 

~JF-   \Ti  ~  \dk)   \u{i  —  ii-){i-~  k-'u^)  ^  ~  dk  \ii{i  ~  k'' u')  "*"  77k'-  ~~  77¥' 

Dans  ces  égalités,  les  dérivées  de  û,  par  lappuil  à  A  sont  prises  en 
laissant  u  constant.  En  multipliant  les  deux  mendnvs  de  ces  trois 
égalités  respectivement  par  A(i  —  A'-),  i  —  3A-  et  —  A,  puis  ajoutant, 
nous  avons  immédiatement  l'équation  différentielle  cherchée,  en  tenant 
compte  de  (i)  cl  (2). 

J'écris  de  suiti?  cette  équation,  en  remplaçant  la  variable  A  par 
X  =  A", 


d'^u        / dii\-  u{%xu'- — I  —  x) 
Tîx^-  ~  y  (7x)   (1—  it^){i—x[i-) 


du 


dj 


u-  —  I  1  T  «(1  —  U-) 

H ^^ =  o. 

I  —  J')(i — XU-)         j"J         j-{]  —  ~r)(i  —  .ru') 


Les  seuls  points  (■/■itiqtti's  des  i/Uégrales  sont  .1:  =  0,  i ,  vi. 

(>elte  équation  différentielle  offre  encoi'e  une  particularité  dii;iie  de 
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remarque  :  elle  ad  met  une  infinité  (V  intégrales  algébriques.  Si  l'on 
jireiid  en  effet  pour  «el  b  des  nombres  commensurables,  Tintégrale 
correspondante  sera  une  fonction  ali,'ébrique  de  k-\  ces  intégrales  algé- 
bri(jues  ne  sont  pas  d'un  degré  déterminé  :  celui-ci  peut  être  aussi 
grand  (ju'on  voudra. 


CHAPITRE  VI. 

SUR  CERTAINES  FONCTIONS  DU  POINT  ANALYTIQUE  (x.y,z). 


Nous  avons  étudié  précédemment  les  intégrales  de  première  et  de 
seconde  espèce;  c'est  cetLe  notion  que  nous  allons  chercher  à  étendre. 
Mais,  avant  de  nous  occuper  des  surfaces,  généraHsons  la  notion  des 
intégrales  de  dilférentielles  algébriques  dans  la  théorie  des  courbes 
algébriques. 

1.   Soil  donc  la  courbe  /'(x.j^)  =  o. 

Posons-ntnis  la  question  suivante  : 

Trouver  les  fonctions  u{x,y),  fonctions  du  point  analytique  (x,)), 
uniformes  et  régulières  dans  le  voisinage  de  tout  point  de  la  surface  de 
lîii'uiann  correspondant  à/,  et  dont  toutes  les  déterminations  se  dédui- 
sent d'une  seule  u  par  des  substitutions  linéaires  de  la  forme 


A«+B 


où  A  et  B  sont  des  constantes. 

Parmi  ces  fonctions,  considérons  spécialement  celles  qui  restent /o»- 
jouj-s  finies.  Tl  est  évident  qu'une  telle  fonction  u  satisfait  à  une  rela- 
tion de  la  forme 

d-u       ^  /        V  du 
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cV'sl-à-flirc  que  los  fonctions  «[ui  nous  occupent  sont  de  la  forme 

(T)  frP"-'""d.i; 

Xétanl  une  fonction  lalionnelle  dex-et_y.  Etudions  donc  les  e\[)i'essionl 
de  la  for  me  (I). 

Je  suppose,  comme  il  est  permis,  que  la  courbe  /n'a  que  des  points 
doubles  et  ses  directions  asymptotiques  distinctes.  On  jieut  aussi  sup- 
poser que  la  fonction  X  reste  finie  en  chacun  des  ])oints  doubles,  car  on 
peut  elTectucr  préalablement  sur  /  une  transformation  birationnelle 
convenable,  de  façon  à  transformer  les  infinis  de  X  en  des  points  sim- 
ples. 

Cela  dit,  envisai;;eons  les  infinis  de  À  i^.i:,yy  Soild'al)ord  (c/,  />)  un 
infini  pour  lequel  on  n'ait  pas/"^,  =  o;  «sera  un  pôle  de  X(x",j/),  et  so/i 
]-ésidu  devra  élre  un  ciiliiT  positif.  Soit  /i  le  nombre  des  points  (r/,  h), 
et  désit,nions  juir 


les  résidus  (entiers  positifs)  correspondant  à  ces  différents  points. 

Considérons  maintenant  les  points  de  la  courbe,  pour  lesquels /'=  o 
[soit(.r,,^,)  un  tel  point],  qui  rendraient  A  infini.  On  aura  le  dévc-lop- 
pement 

i\oi\c'k(^x,y)  se  développera  suivant  les  puissances  de  (,<•  —  x'i)',  et  ici 
les  premiers  termes  du  développement  devront  être 


{x~x,)- 

et  A,  devra  être  égale  à  —  :î  ou  à  un  multiple  positif  de  4- 
Soit 

A   —  '"' 
A,-^  -, 

«?,  étant  un  entier  au  inoiiis  égal  «  —  i . 

Il  nous  reste  à  parler  des  points  à  Finfini  ;  pour  les  ///  branches  à  Tin- 
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fini,  le  développement  de  X(.T,y)  suivant  les  puissances  descendantes 
de  .X-  devra  commencer  par  un  terme  en  ->  soit 


R 


et  R  étant  un  entier  au  plus  égal  à  —  2. 

Ainsi  nous  avons  trois  catégories  de  cjuantités 

a,     /«,      ii. 

et  l'on  a  entre  elles  la  relation  immédiate 

Sa  +  Sm.^SR. 

ZR  est  un  entier  au  plus  égal  à  —  ■j.m  ;  les  a  sont  des  entiers  positifs  en 
nombre  A'.  Enfin  les  lettres  m  sont  en  nombre 

///(///  —  I  )  —  2  d,   , 

et  chacune  d'elles  est  un  entier  au  moins  égal  à  —  i .  On  a  donc 

SR^  —  im,     I,m,^m(ni  —  i)  —  id, 
donc 

2  a  =  2  R  —  1  m ,  ~  m  (  m  —  3  )  —  2  rf. 

Le  nombre  des  points  (a,  h)  est  donc  au  plus  égal  à  mi^ni  —  3)  —  o.d. 

2.  Nous  pouvons,  après  ce  qui  précède,  donner  aisément  la  forme  de 
la  fonction  rationnelle  "A(,r,y).  On  aura 

Q(,x-,_}')  =  o  étant  une  courbe  de  degré  A'  passant  par  les  points  doubles 
de  y,  la  courbe  S  =  o  passera  aussi  par  les  points  doubles  de/",  et  ces 
derniers  seront  aussi  pour  S  des  points  doubles.  De  plus,  S  sera  un 
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polynôme  de  degré  A  ■+-  im  —  3.  Cherchons  à  déterminer  S  eL  Q  de 
manière  à  réaUser  le  cas  où  le  nombre  des  points  {a, h)  du  paragraphe 
précédenl  atteint  son  maximum 

m(^m  —  3)  —  id         ou         -ip  —  2, 

en  désignant  par  p  le  genre  de/.  Chacun  des  nombres  ///,  sera  alors 
égal  à  —  I ,  et  chacun  des  nombres  R  sera  égal  à  —  2. 

Donnons-nous  arbitrairement  le  polynôme  Q(,r,  v),  sauf  cette  con- 
dition tjue  la  courbe  (^  =  o  passe  par  les  points  doubles  dey.  Knsuile, 
parmi  les 

nih  —  2(1 

points  de  rencontre  de  Q  etde  /,  choisissons  S  de  manière  cjuece  poly- 
nôme s'annule  pour 

mk  —  2(1 —  (2^  —  2) 

d'entre  eux,  et  que  pour  les  '2p  —  2  autres  le  résidu  de  "A  soit  -1-  i.  J)e 
plus,  faisons  en  sorte  que  les  (/points  doubles  de  /soient  aussi  des  points 
doubles  pour  S.  Ces  diverses  conditions  seront  eu  nombre 

r»k  —  1(1  +  3(1         ou  iiik  +  (/, 

S,(ic,v)  étant  un  polynôme  satisfaisant  aux  conditions  précédentes; 
les  autres  seront  de  la  forme 

S,  (a?,/)  +  A(js-,/)Q(\r,jK), 

A(.c,j')  étant  de  degré  27??  —  3,  et  s'annulantpour  les  (^/ points  d()ul)i(;s. 
Les  points  pour  lesquels/'^  =  o  sont  en  nombre 

m  (m  —  i)  —  2(1. 

Choisissons  les  A  di,'  manière  (]ue  les  résidus  correspondants  soii'iil 
—  '-,  ce  qui  fera  rn(ni  —  i)  —  2(1  conditions. 

Journ.  de  Matli.  ('J*  série),  tome  V.  —  Fasc.  II,  1889.  •^P 
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At(x,y)  étant  un  de  ces  polynômes,  les  autres  seront  de  la  forme 

M^^y)  =  A,  (-^,7)  +  @(x,y)/\., 

0  étant  de  degré  m  —  2. 

Il  reste  à  considérer  les  points  à  l'infini.  Nous  devons  écrire  que,  pour 
les  /»  branches  à  l'infini  de  la  fonction  algébrique  y,  la  fonction  ration- 

nclli'  X(./',  y)  commence  par  un  ternie  en  —  -•  Or,  soit  dans  0  i-epré- 

senti-  par  0  l'ensemble  des  termes  homogènes  de  degré  m  —  2;  on  en 

déduira,  en  désignant  par  c, ,  Co, . . . ,  c^  les  m  valeurs  de  -  pour  .i-  infini, 

les  valeurs  de 

0(1, c),     0(i,c,),      ...,      0(1, r,„), 

mais  on  a  seulement  dans  0(.f,y)  un  nombre  de  coefficients  arbitraires 
égal  à  m  —  i  ;  on  pourra  donc  seulement  disposer  de  (m  —  i)  des  coeffi- 
cients de  -)  correspondanl  à  x  tiès  grand.  Mais  il  est  bien  aisé  de  voir 

que  /e  dernier  coefficient  sera  de  lui-nièine  égal  à  —  1. 

Nous  devons,  eu  effet,  avec  les  notations  du  paragraphe  précédent, 
avoir 

Désignons  encore  par  1»  le  dernier  coefficient  inconnu,  dont  nous 
n'avons  pu  disposer  ;  la  relation  précédente  donne 

2p  —  2  —  \m  (ni  —  1)  —  2rtf]  —  —  ^(m  —  i  )  -h  R. 

On  en  conclut 

R  =  -  2. 

Nous  avons  donc  construit  de  cette  manière  la  fonction  X(3:,y),  de 
telle  sorte  que  l'expression 


rj\.^:y)»-a.v 


réponde  au  problème  proposé. 
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^^ous  avons,  dans  l'expression  précédenlc  de  À,  fait  figurer  un  poly- 
nôme arbitraire  Q(x-,^)  de  degré  A-.  Le  nombre  des  paramètres  arbi- 
traires figurant  dans  À  n'en  est  pas  moins,  bien  évideinmenl,  essentiel- 
lement fini.  (!)n  peut  prendre  ponr  Q  la  courbe  de  moindre  degré, 
passant  par  les  points  doubles  et  les  ip  —  2  points  (aj)).  Il  serait 
d'ailleurs  facile  d'approfondir  davantage  la  forme  de  la  fonction  A, 
mais  ceri  n'est  pas  utile  pour  mon  objet. 

5.  Cherchons  ce  que  deviennent  les  fonctions  précédentes,  quand 
p  =  i.  On  aura  d'abord,  dans  ce  cas, 

J  X 

a  désignant  une  constante  et   /  V    ^  représentant  l'intégrale  de 

première  espèce. 

Nous  ne  trouvons  donc  ici  c|ue  l'expression  bien  simple 


/ 


•Q         Ç^     , 

^  eV  /;  dx, 


expression  qui,  en  posant 


r- 


devient 


V, 


./ 


a         ' 


si  a  =  o,  et  qui  se  réduit  à  V  si  a  =  o;  on  aura  ensuite  l'expression 


/' 


e"  dx. 


Si,  p  étant  quelconque,  on  exprime  x  cl  y  par  des  fonctions  fuch 
siennes  d'un  paramètre  n,  la  fonction 


/ 


/^'""dx 
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devient  une  fonction  holonwrplie  G(u)dans  le  cercle  fondamental, 
et,  en  désignant  par  U  une  suljstitution  quelconque  du  groupe  fuchsien, 
on  aura 

G(U)  =  AG(;/)  +  B, 

A  et  B  étant  des  constantes,  et  l'on  doit  remarquer  que,  pour  toute 
substitution  elliptique,  on  a  A  =  i,  B  :=  o. 

LY'tude  de  ces  fonctions,  qu'on  peut  faire  directement,  ne  serait  pas 
sans  int(''rêt;  mais  elle  est  étrangère  à  notre  sujet,  et  je  reviens  aux  fonc- 
tions algébriques  de  deux  variables  indépendantes. 

4.  (Comment  le  problème  traité  parles  courbes  algébriques  pourra- 
t-il  s'étendre  aux  surfaces? 

lùant  donnée  une  surface /(a;,j^,r)  =  o,  les  fonctions  w  du  point 
(a;,^,^),  analogues  aux  fonctions  du  point(a?,jK)fIue  nous  venons  d'étu- 
dier pour  les  courbes,  satisferont  aux  conditions  suivantes. 

Quand  (x,y,z')  parlant  d'un  point  reviendra  à  ce  point  après  avoir 
décrit  un  chemin  se  ramenant  à  un  cycle  nul,  la  fonction  n'aura  pas 
changé. 

Si,  au  contraire,  le  chemin  se  ramène  à  un  cycle  linéaire  effectif  de  la 
surface,  la  fonction  u  se  transformera  en 

Au  -+■  n, 

A  et  B  étant  des  constantes. 

Ces  fonctions  u  pourront  être  de  diverses  espèces;  les  fonctions  de 
première  espèce  analogues  à  celles  des  paragraphes  précédents  restent 
toujours  finies. 

La  forme  des  fonctions  u  est  facile  à  trouver.  Tout  d'abord  on  a  évi- 
demment 

du    J'i\tt.r+}i,ly  du    /*M,rf.i+N,rf7 

Jr  ~'''  '        Oy~^  ' 

les  expressions  différentielles  M  «?j?  -h- N  dy  el  M,  dx  -h  N,dy  étant  des 
différentielles  exactes;  les  M  et  N  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x, 
y  et  :;. 
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On  aura  donc  pour  u 

(  I  )  U  =     cJ  '  dx  -\-  eJ  dy. 

Quelle  sera  luaiMlciiaiU  la  forme  des  fonctions  M  el  N?  En  nous 
reportant  à  ce  qui  a  été  vu  pour  les  courbes,  on  trouve  que 

Y\.{x^y,z)  est  un  polynôme  de  degré  A'  en.r,  y,  z,  et  de  degré  />  —  i  en 
X  et  r  ;  P  et  Q  sont  des  polynômes  :  ils  sont  de  degré  A'  +  2m  —  3  en 
X, y  et  :;,  mais  le  premier  est  seulement  de  degré  A  +  ini  —  [\  en  j:  cl 
z.  Pareillement 


N,r/>-: 


^Af.Y 


R,  (a7,^',  ;)  est  un  polynôme  de  degré  A,  en  j-,  y^  z,  et  de  degré  A,  —  i 
eny  et  3;  P,  et  Q,  sont  des  polynômes  :  ils  sont  de  degré  A,  +  27«  —  3 
en  X,  y  et  z,  mais  le  second  est  seulement  de  degré  A,  +  2/11  —  4 
en^  et:;. 

Supposons,  pour  ne  pas  complicpier  Texposition,  (pie  la  surface  ail 
seulement  pour  singularités  des  lignes  doubles.  La  surface  R  =  o  pas- 
sera par  les  lignes  doubles  et  coupera,  en  dehors  de  ces  lignes,  la  sur- 
face/suivant  deux  courbes  distinctes  ;  l'une  A  de  degré  i)/{ni  —  -i) 
avec  m  points  àTinfini  dans  les  plans  j^  =  const.,  et  une  seconde  courbe 
B.  Les  surfaces  P  ==  o  et  Q  =  o  auront  pour  lignes  doubles  les  lignes 
doubles  dey,  et  passeront  par  la  courbe  B. 

Semblablement,  la  surface  R,  ==  o  passera  par  les  lignes  doubles  de 
/,  et  coupera  en  dehors  de  ces  lignes  la  surface/suivant  deux  courbes 
distinctes  :  Tune  A,  de  degré  mÇni  —  2)  avec  m  points  à  l'infini  dans 
les  plans  .r  ==  const.,  et  une  seconde  courbe  B,.  Les  surfaces  P,  =  o, 
O,  =  o  auront  pour  lignes  doubles  les  lignes  de  /'et  passeront  par  la 
courbe  B,. 


L'intégrale 


/ 


Pdjc  +  Qdy 
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iinia  pour  courbes  logarilhmiqucs  la  courbe  A  et  les  lignes  (non  mul- 
lipli's  (le  la  surface)  ou  /.'  =  o.  L'inlégralc  relative  à  x  seule 

pour  j'  arbitraire,  devra  rentrer  dans  le  type  de  celles  qui  ont  été  étu- 
diées aux  paragraphes  précédents  pour  les  courbes  planes. 

Nous  nous  bornons  à  énoncer  ces  conditions;  la  vérification  n'exige 
iliTun  calcul  un  j)eu  fastidieux.  On  part  d'une  expression  générale  telle 
(|ue  (i),  et,  comme  on  le  fait  au  début  de  l'étude  des  intégrales  abé- 
licnnes,  on  effectue  sur  a-,  j',  ;  une  suljstitution  homograpbique  géné- 
rale. On  voit  alors,  sans  la  moindre  difficulté,  que  les  diiférents  poly- 
nômes remplissent  les  conditions  indiquées  au  point  de  vue  de  leur 
degré.  Quant  aux  conditions  subséquentes,  elles  sont  une  conséquence 
directe  de  ce  (jui  a  été  vu  pour  les  courbes  planes. 

Il  faudra,  bien  entendu,  écrire  en  outre  les  conditions  d'intégrabilité; 
or  on  pourra  d'abord  exprimer  de  suite  la  première  exponentielle  en 
fonction  de  la  seconde  et  mettre  l'expression  sous  la  forme 


jt'J   H(/:)'  [(Ix  -\-  p^«xj 


On  aura  ainsi  à  écrire  seulement  ofgMj;  conditions  d'intégrabilité,  cjui 
s'exprimeront  par  des  relations  algébriques  entre  les  polynômes  et  leurs 
dérivées  partielles. 

Ou  doit  remarquer  que  les  fractions  ratioiuielles 

R'     li'     R,' 

qui  seules  figurent  dans  «,  ne  devenant  infinies  à  distance  finie  que 
pour  les  points  d'une  courbe  de  degré  ni(^in  —  2),  et  la  différence  entre 
les  degrés  des  numérateurs  et  dénominateurs  étant  limitée  en  fonction 
dfni,l('  nombre  des  arhilra'ues  fi<j;uvaiit  dans  ces  fractions  ralion- 
nclles  sera  Liniilé,  et,  par  suite,  il  n'y  aura  pas,  en  général,  d'expres- 
sions u  pour  une  surface  algébrique,  pas  plus  cju'il  n'y  a,  en  général, 
d'intégrales  de  première  espèce,  ce  qui  était  d'ailleurs  évident  a 
priuri,  [luisfju'il  n"y  aura  pas  alors  de  cycle  linéaire. 


/-'"■'■'    rfL:i5±Qi!r  /  R;  Q'    , 
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4.  Il  me  parallpiriiialuré  de  chercher  à  approfondir  d'une  nianirre 
générale  l'étude  des  expressions  ;/.  Tel  n'a  pas  été  mon  Lui;  jai  i;ni- 
quement  en  vue  ici  de  présenter  quelques  considérations  sur  le  cas  dû 
l'inversion  d'un  système  de  deux  fonctions  u  conduirait  à  uti  sys- 
tème de  fonctions  uniformes. 

Concevons  donc  une  surface /(,/;',j', -)  =:  o,  possédant  deux  expres- 
sions u  de  première  espèce 


(') 


Pouvons-nous  imaginer  que  .-r,  y,  z  soient  des  fonctions  uniformes 
de  u  et  (■? 

Dansée  type  se  trouve  compris,  bien  entendu,  tout  d'abord  le  cas  de 
l'inversion  de  deux  intégralesde  première  espèce,  dont  nous  avons  parl('' 
longuement  dans  le  Chapitre  111  de  ce  Mémoire. 

D'une  manière  générale,  étant  données  deux  expressions  //  et  r  ida- 
tives  à  une  certaine  surface  /",  pourra-t-on  reconnaître  si  les  équations 
(i)  donnent  pour  x,y,  z  des  fonctions  uniformes  de  u  cl  c?  C'est  un 
problème  que  nous  avons  traité  dans  le  cas  où  u  et  c  sont  des  intégrales 
de  première  espèce  ;  on  peut  encore  employer  les  mêmes  considérations; 
mais  il  s'en  faut  ici  cju'elles  nous  donnent  des  conditions  nécessaires  el 
suffisantes  :  nous  obtiendrons  seulement  ainsi  des  conditions  pour 
que  X,  y,  z  soient  des  fonctions  à  apparence  uniforme.  (]'est  qu'en 
ell'et,  dans  le  cas  général,  le  domaine  des  variables  u  et  p,  où  les  fonc- 
tions X,  y,  z  sont  uniformes  et  se  comportent  comme  des  fractions 
rationnelles,  n'est  pas  nécessairement  l'ensemble  des  valeurs  finies  de 
u  et  V,  mais  il  peut  se  trouver  à  distance  finie  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  des  variables,  formant  des  singularités  essentielles,  pour 
ces  fonctions  de  u  et  v. 

De  nouveau  se  présente  donc  ici  cette  difficulté  que  nous  avons  déjà 
rencontrée  dans  le  Chapitre  précédent;  on  ne  peut  guère  songer  à  l'a- 
border de  front. 

J'ai  dit  que  la  recherche  des  conditions,  exprimant  que  les  fonc- 
tions X",  j',  z  sont  à  apparence  uniforme,  se  faisait  comme  dans  le  cas 


!3lO  É.     PICÂRII. 


(Il-  l'inversion  de  deux  intégrales  de  première  espèce.  Les  valeurs  de  x, 
y,  z  pouvant  donner  prise  à  quelques  difficultés  sont  évidemment 
relies  (jui  annulent  1(^  déterminant  fonclionnel  de  //  et  r,  c'esl-à-dire 


«C^)'  ^J   >'(''.r  /R'iQ' 

R,Q 

l',R 

Les  courbes  F,  pour  lesquelles  cette  expression  s'annule,  sont  évidem- 
ment des  courbes  algébricfues.  Ici,  comme  dans  le  cas  plus  simple  déjà 
cité  et  pour  les  mêmes  raisons,  ces  courbes  devront  être  unicursales. 

Si  cette  condition  est  vérifiée,  ces  courbes  satisferont  aux  écjuations 

du  =  o,         dv  =  o. 

l']n  effet,  (piand,  dans  une  expression  //  de  première  espèce,  on  met  à  la 
place  de  ./■,  j',  z  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre,  cette  ex- 
pression doit  se  réduire  à  une  constante  indépendante  du  paramètre, 
sinon  elle  ne  pourrait  rester  toujours  finie  :  ?/ et  i' restent  donc  fixes 
({uand  X,  j-,  z  se  déplace  le  long  d'une  courbe  F;  ces  valeurs  de  «  et  (^ 
correspondent  au\  points  d'indétermination  des  fonctions  x,y,  z. 

On  peut  encore  démontrer  que  le  genre  de  la  surface  ne  peut  dé- 
passer l'unité;  c'est  un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  général  que 
nous  démontrerons  à  la  fin  de  ce  Chapitre. 

K.  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  supposé  cjue  les  fonctions  u 
iHaient  de  première  espèce.  On  pourrait  se  proposer  d'une  manière 
générale  l'étude  des  fonctions  u,  qu'on  peut  évidemment  classer  en 
trois  espèces. 

Arrêtons-nous  un  moment  sur  le  cas  d'une  fonction  «,  relative  à  une 
courbe  algébrique,  et  indiquons  rapidement  dans  cpiel  cas  Tinversion 
de  l'expression 

(  I  )  /       ^  '       dx  ^  U 

doime  pour  ,/;  cly  des  fonctions  uniformes  de  u.  Supposons  d'abord 
que  l'expression  soit  de  première  espèce.  Dans  ce  cas,  il  ne  devra  y 
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a\(>ir  iuiciui  iiifiiii  (a,  b),  i-n  gardaiil  les  iiolatioiis  du  §  I;  nous  aurons 
donc 

(  )i',  })oiu'  (juc  liavcrsion  donne  une  fonction  uniforme,  il  csl  néces- 
saire (jne  louLes  les  quantités  //?,  soient  égales  à  —  i,  et  (jue  tous  les  1» 
aient  la  \aleur  —  2.  Pai'  suite, 

—  \  i/i  { //i  —  i  )  —  -2  (l  \  ^=  —  2  ///  ; 
tloù  l'on  conclut 

, »i{m  —  3  ) 


La  cuufhc  sera,  par  .si/i/r,  de  picnrc  un.  (  )n  voit  alors  aiséiaeni 
([ue  u  se  réduit,  soit  à  rinl(''gT'ale  de  première  es|)èce,  soit  à 


c  désignant  Fintégralc  de  première  espèce.  Les  fonctions  iuverst^s 
résultant  de  (i)  sont  donc  des  fonctions  doublement  p(''riodi(|ues,  on 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  la  combiuaison  linéaire 

A  log//  -+-  L5, 

A  et  ]]  étant  des  constantes. 

Affranchissons-nous  maintenant  de  Fliypotlièse  (pie  ;/  est  une  ex- 
pression de  première  espèce.  ^ 

Supposons  d'abord  que  //  soit  une  expression  de  seconde  espèce.  Jl 
est  manifeste  c[u"elle  ne  [)eul  avoir  qu'un  seul  pcMc,  si  Tinversion  se  fail 
d'une  manière  uniforme;  en  effet,  dans  le  cas  contraire,  à  des  valeurs 
très  grandes  de  u  correspondraient  plusieurs  valeurs  de  (.r,  _)-).  Ceci 
posé,  les  cjuantités  a  du  §  I  seront  nulles,  sauf  une  qui  sera  égale  à 
—  2;  on  aura  donc,  d'après  la  relation 

—  u  —  I  in(  m  —  \  )  —  -id]  =  —  -2 ni, 

Journ.  de  Matli.  (!\'  .série),  tonie  \.  —   Tasc.  II,   1889.  4° 
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d'où  Ton  conclut  r|iic 


,        (  «)  —  I  )  (  ;h  —  2  ) 
a  =  ^ ' 


c'cst-à-dirc  que  lu  courbe  est  unicursale.  Remplaçant  alors  dans  u  les 
coordonnées  X- et  >- par  leur  valeur  en  fonctions  rationnelles  du  para- 
mètre 0,  on  voit  cjue  0  ne  pourra  être  qu'une  fraction  ratipnnelle  de  u\ 
donc  X  et  y  seront  des  fractions  rationnelles  di-  ii. 

Supposons  enfin  que  u  soit  une  expression  de  Iroisièmc  espace, 
c'est-à-dire  que  son  développement  dans  le  voisinajie  de  certains  points 
renferme  des  termes  logarithmiques.  On  peut  d'ailleurs  supposer  que 
les  points  où  u  devient  infinie  sont  distincts  des  points  doubles  et  de 
ceuv  on/,  =  o.  (_)n  montrera  d'abord  (pi'il  ne  peut  y  avoir  de  pôles, 
et  ([ue  la  fonction  u  ne  peut  devenir  infinie  (pi'en  deux  pomts  (./;,,/,), 
(./;.,,/.,),  la  partie  devenant  infinie  se  réduisant  respectivement  pour 
les  deux  points  à 

Alog(.r  —  X-, )     et      —  A  logC./;  —  x.,). 

La  démonstration  de  cette  remarque,  (pii  facilite  singulièrem(^nt  la 
discussion,  est  immédiate,  car  ou  voit  di'  suite  que,  dans  toute  autre 
hvpothèse,  à  de  très  grandes  valeurs  de  u  correspondent  plusieurs  va- 
leurs de  (.r, /). 

Si  nous  revenons  niaiulenant  aux  notations  du  §  I,  il  n'y  aura  (pie 
nx  a  ditlereuls  de  zéro,  et  leur  valeur  commune  sera  —  i.   Nous 
nrous  d(juc,  loujours  d'a|)rès  la  même  relation. 


(le 
a 


—  I  —  t  —  [in(iii  —  I  )  —  nc/J  = 


i///. 


c'est-à-dire  que,  comme  ])lus  haut,  la  courbe  est  unicursale. 

Remplaçant  alors  dans  u  les  coordonnées  ,/;  et  /  par  leur  valeur  en 
foncti(jns  rationnelles  du  paramètre  0,  nous  aurons  à  faire  l'inversion 
d'une  intégrale  de  dilTérentielle  algébrique  ayant  deux  infinis  loga- 
rithmiques; donc  0  et  par  suite  x  et/  seront  des  fonctions  ration- 
nelles de  (?"",  a  étant  une  constante. 

6.  La  considération  des  groupes  kleinéens,  dont  les  substitutions 
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sont  de  la  forme 

(,)  {u,au->rl>), 

conduirait  à  des  résultais  plus  généraux  que  ceux  qui  viennent  d'être 
trouvés  dans  le  i)araiïraphe  précédent.  A  chacun  de  ces  groupes  cor- 
respondra une  relation  algéjjricpie 

/(x,  y)  =  o, 

et  les  coordonnées  (x  cl  y)  d'un  point  de  cette  courbe,  fonctions  klei- 
néennes  du  paramètre  u,  pourront  être  considérées  comme  provenant 
de  l'inversion  d'une  équation  de  la  forme 

a  —  j  ('         (IX, 

À  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  cl  y.  Mais  ici  la  fonction  //  du 
point  analytique  (x,  y)  ne  sera  pas  nécessairement  ramifiée  comme  la 
fonction/  de  x  définie  par  l'écpialion  /. 

Quant  aux  groupes  kleinéens  dont  les  substitutions  sont  de  la 
forme  (i),  ils  se  ramènent  à  des  types  bien  connus,  et  leur  recherche 
est  si  facile  qu'il  est  inutile  de  nous  y  arrêter. 

7.  Pareillement,  en  passant  de  une  à  deux  variables  u  et  r,  d  sera 
intéressant  de  faire  la  recherche  des  groupes  discontinus  dont  les  sub- 
stitutions sont  de  la  forme 

(  //,  V',  au  -+-  b,  cv  -+-  c/), 

les  (a,  h,  c,  d)  étant  des  constantes. 

Mais  ici  se  présentera  une  difficulté  cpii  ne  s'est  pas  rencontrée  dans 
le  cas  d'une  seule  variable;  car,  en  supposant  obtenu  un  tel  groupe,  la 
question  suivante  se  pose  :  Existe-t-il  des  fonctions  invariables  par  les 
substitutions  de  ce  groupe?  D'une  manière  générale  même,  la  ré[)onse 
est  né"alive,  comme  le  montre  l'exemple  des  fonctions  ayant  quatre 
paires  de  périodes. 

Dans  le  cas  où  a,  h,  c,  d  sont  réels,  a  et  celant  positifs,  la  recherche 
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lies  groupes  précédents  ii'ofirira  pas  de  très  grandes  difficullés.  Dans 
celle  liypolhèse  en  eflel,  les  gioupes  disconlinus  ])récédenls  iomIiimiI 
dans  ce  lype  de  gronpes,  relalil's  à  deux  vai'ialdes  ind(''[)i'n(lanli's,  cl  ([iic 
j'ai  désignés  sous  le  nom  Aq groupes liypcia bel ii'7ts(  JutuiiahlcMtillic- 
nialiqucs,  i88i).  Donnons-en  un  exem])le. 

Va\  se  reportant  au  Mémoli'e  cité,  on  voit  (pi'à  cliaipic  tornic  (jiiadi'a- 

liipn;  quaternaire  réelle 

f{x,y,  z,  l) 

d(^  discriminaiil  diilV'i'enl  de  Z('i'o,  et  appaileiiani  au  type 

correspond  un  gi'oupe  hyperaljélien.  Xe  considérons  ici  dans  un  Ici 
groupe  cpie  le  seul  sous-groupe  fonné  des  subslilutions  de  la  t'oiauc 

(2  )  (u,  i\  (lu  -1-  b,  ce  +  d  ), 

nous  aurons  ainsi  cngcndi-i'  un  gi'oupc  (lisronlinu  du  Ivpr  clicnhi'. 
Prenons,  eoiunie  a[)plicalion,  la  l'orme  suivanti; 

f{x,y,  :,  t)  =  ,/■■-  -  \)y-  -  z l, 

T)  désignant  un  entier  positif  quelconque. 

\ons  oljlieinlrons,  dans  ce  cas  particulier,  le  grou[)e  correspcjudanl 

i\i-  la  manière  suivante.  Concevons  les  (juatre  lettres  j,  y,  ;,  /  liées  par 

la  icdalion 

x'-  —  D  v'^  —  ;/  =  (). 

Posons 

.r  —  v\J\i                  —  j— r\t) 
"  =  r^ — '         ''  =  r^-^ — 

Soit  maintenant  une  substitution  linéaii-e  (pielcon(pie,  à  coeflicients 
entiers,  transformant  en  elle-nième  la  Un'ixwf-^x^y,  z,  t  dexiendronl 
\,  Y,  Z,  T  el  posons  alors 

X-Yy^  ,  __  -X-YyP. 
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II  ol  V  seront  des  fonctions  linéaires  de  ii  et  v,  fractionnaires  en  ^(''ni''- 
ral.  Nous  ne  prenons  ici,  parmi  ces  substitutions,  cpie  celles  (pii  soiil 
de  la  forme  (2  ). 

(l'est  ainsi  que  nous  trouvons  les  substitutions 

(U,Y,,,-hi,r-.), 

(U,V,  ,/-v/D,r-v'T>), 
[U,  V,  {a  -  cv'D)«,  {a  +  c^D)v]. 

Dans  cette  dernière,  a  etc  désignent  deux  entiers  positifs  salisfaisani 
à  récjuation  de  Pell,  a-  —  ï)c'-=  i.  Le  groupe  admellant  ces  sulislilu- 
lions  fondamentales  est  un  groupe  discontinu. 

8.  Que  pouvons-nous  dire  maintenant  des  fonctions  icstanl  inva- 
riables par  les  sul)stitntions  des  groupes  discontinus  dont  nous  mmioiis 
de  parler?  En  se  l)ornant  au  cas  où  le  groupe  est  du  iNpe  li\  pciabi'- 
iien,  ou  peut  recourir  aux  séries  dont  j'ai  fait  usage  dans  rétud(^  des 
fonctions  liyperabéliennes;  mais,  dans  le  cas  actuel,  il  s'en  faul  (|iir 
U(jus  puissions  en  tirer  le  mènu'  parti. 

Nous  devons  d'abord  remplacer  le  domaine  des  (a,  r),  où  les  eoefli- 
cients  de  /  (pour  u  et  pour  c)  sont  ])Ositifs,  par  deux  cercles  de  rayon 
un,  ce  (]ue  donneront  les  transformations 

V-        u  —  i  ('  —  I 

Ç  =  ■>         r. 


i'  -t-  i 
Au  groupe  précédent  correspond  alors  un  certain  groupe 

A^-t-B      A'iri-|-B'\  .^  ri^,  .,y.,         ,1,.., 

■'  ^'  CITD'  CV^Ty  )'        AD-BC  =  AD-L(.  =  ,. 

Prenant  alors  une  fraction  rationnelle  R(i,  r]),  cjui  reste  finie  à  lin- 
térieur  des  cercles  et  sur  leur  circonférence,  c'est  la  fonction 

VT^/At+B    A'ti  +  B"^    I .      >     . 

"''^l.Cf  h-D' G'r, +  D'j   (Cf-+-D)="'(C'-ri  +  D')^"'  l"'  =  2;, 

(la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe). 
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(|iii  condiiil  aux  fondions  rcslanl  invariables  par  les  substitutions  du 
ijroupc. 

Si  nous  revenons  aux  variables  u  et  c,  les  fonctions  que  nous  obte- 
nons ainsi  se  trouvent  seulement  définies  pour  les  valeurs  des  variables 

u  =^  II'  -+-  in",  V  =  v'  +  w", 

(jui  correspondent  à 

//"^o,  ('">o. 

Dans  les  cas  que  j"ai  autrefois  étudit^s,  cela  suflisait;  car  les  fonc- 
lions  étaient  nécessairement  limitées  à  ce  domaine  et  ne  pouvaient 
s"(''teudre  au  delà.  Avec  nos  groupes  actuels,  il  en  est  tout  autrement; 
le  domaine  jiossible  n'est  pas  a  priori  limité,  mais  les  développements 
en  séries,  qui  préc(klent,  ne  peuvent  être  employés  sans  examen  préa- 
lable, quand  on  n'a  plus 

/r">o,  c";>o. 

Mous  ne  pouvons  donc  di'cider  s'il  existe  on  non  des  fonctions  res- 
tant invariables  par  les  substitutions  du  groupe  considéré.  Les  fonc- 
tions, bien  entendu,  ne  doivent  pas  avoir  d'autres  singularités  essen- 
liclles  que  celles  qui  appartiennent  au  groupe  lui-même.  Malgré  de 
longues  recliercbes  sur  ce  sujet,  il  m'a  été  impossible  d'arriver  à  des 
n'sultats  précis,  si  ce  n'est  dans  des  cas  particuliers,  d'ailleurs  intéres- 
sants, que  j'étudierai  dans  un  autre  travail. 

9.  Nous  terminerons  en  démontrant  un  tliéorèmc  auquel  nous 
avons  déjà  fait  précédemment  allusion  (n"  4-).  Si  les  coordonnées  x', 
V,  ;  d'un  point  quelconque  d'une  surface  s'expriment  par  des  fonctions 
uniformes  de  deux  paramètres  u  et  r,  restant  invariables  pour  un 
groupe  de  substitutions  de  la  forme 

(u,  r,  au  -+-  />,  ce  +  d), 

et  (pie  le  domaine  fondamental  de  ce  groupe  soit  tout  entier  à  dislance 
Unie,  sans  singularité  essentielle  des  fonctions  sur  sa  surface,  le  genre 
ilf  la  surface  ne  pourra  dépasser  l' unité. 
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Soit  une  IiiLégrale  double  de  première  espèce 

/•  rq{x,  r.  z)d.vdv 

JJ yy ' 

en  remplaçanl  x,  y,  z  par  l.nir  valeur  en  u  et  c,  nous  aurons 

/  /  G(w,  i')da(h\, 


en  posant 

ai'        <Ji'   Ou 


,  (dx  dv       d.r  âr 


La  fonction  (r(w,  r)  sera  holomorplie  dans  le  domaine  fondamental. 
En  posant 

U  =  au  +  l>,         V  =  cv  4-  d, 

on  aura 

GrU,V)  =  —  Cr(w,  r). 

Or  écrivons 

G(h,  c)  =  e*; 
il  en  résulte  que 

<I)  =   r  g-  f/«  +  ^  ^A'  =  J  P  d.r  +  (^  ./>-, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y  et  r.  On  a  donc 

L'exponentielle  qui  est  dans  le  second  membre  doit  donc  rester  finie 
pour  tout  point  (./;,/,  -)  de  la  surface;  d'où  cette  conséquence,  que 
l'intégrale 

(I)  i'Vdx-^ildy 

est  une  intégrale  de  première  espèce.  Ainsi,  à  cliaquc  intégrale  double 
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ilr  |in'mi(''r("  csprce  correspond  uik^  inlégrjile  de  (liU'éreiiliellc  lolale  dr 
lirciiiiiTi'  cspèci'.  Lorsque  (•■'',>',  :)  décrira  un  cycle  correspondaul  à 
la  sul)sliLulion 

(  II,  c,  au  +■  l),  rv  -+-  d  ), 

riul('-t;iale  sauj^'incutera  de 

—  log(ac)  -I-  -ik-i, 
A  ('•laiil  un  cntiiM'. 

S'il  cxisle  donc  deux  inlégrales  doul)les  de  première  espèce,  il  y 
correspondi'a  deux  inlégraics  de  première  espèce 

i  V  dx  +  Q  dy     e l      jP,dx-{-q,  dy  ; 

la  dinV'ri'ncc  de  ces  deux  intégrales 

/'(I>-l',y/,r  +  (0-Q,)<r 

sera  une  inlcgralc  de  |>rcmière  espèce,  n'ayant  (pie  la  jtériode  27ïi.  Oi- 
ceci  esl  impossible,  car  une  intégrale  de  première  espèce  doit  avoir  au 
moins  deux  périodes  dislincles.  Le  genre  de  la  surface  ne  peut  done 
dépasseï-  Vunilé. 
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Sur  In  (Ictcrmination  générale  du  volume  engendré  par  un 
contour  fermé  gauehc  ou  plan  dans  un  mouvement  quel- 
conque ; 

Pau  m.   g.   KOENIGS. 

Maitiede  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure  et  à  la  Sorbonne. 


Tout  le  iiiondc"  connaît  les  belles  propositions  sur  les  corps  de  révo- 
lution auxquelles  est  attaché  le  nom  do  Gnldin.  On  a  cru,  il  est  vrai, 
j)Ouvoir  lire  un  énoncé  de  ces  théorèmes  dans  un  passage  obscur  des 
Collections  de  Pappus,  mais  c'est  Guldin  qui  paraît  en  avoir  donné,  le 
premier,  sinon  une  démonstration  satisfaisante,  au  moins  un  énoncé 
suffisamment  précis. 

Au  début  de  ces  recherches,  je  m'étais  proposé  de  trouver  une  ex- 
tension du  ihéorème  de  Guldin  qui  concerne  le  volume,  en  supposant 
cpi'un  contour  fermé  quelconque,  donné,  accompht  une  révolution 
complète  autour  d'une  droite  de  l'espace.  Le  volume  engendré  devait 
être  naturellement  une  fonction  des  coordonnées  de  Taxe  de  rotation 
(une  fonction  de  droite).  Je  fus  ainsi  conduit  à  reconnaître  que  la 
théorie  des  segments  de  Môbius  s'imposait,  en  quelque  sorte,  dans  la 
solution  de  ce  problème,  et  qu'elle  en  fournissait  la  solution  la  plus 
rationnelle  et  la  plus  simple.  En  cherchant  ensuite  à  étendre  mon 
étude  au  cas  d'un  mouvement' quelconque,  je  me  vis  encore  forcé  de 
faire  un  nouvel  appel  à  cette  même  théorie,  pour  la  représentation 
du  mouvement,  en  sorte  que,  grâce  à  la  doctrine  de  Mobius,  tout  ce 
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(|ni  a  Irail  aii\  vohuin's  engendrés  par  un  coiUour  fcrnu'  de  forme 
iinariahle  se  trouve  compris  dans  une  proposition  nni(pii',  simple, 
innnédialenieiil  compréhensible. 

(>elle  doui)le  intervention  de  la  lliéoric  de  ÏMobius  m'a  ])aru  d'autant 
plus  dii^iK'  (TintiMèt  (pi'on  ne  lui  avait  pas,  juscpiiei,  trouvé  d'emploi, 
en  dehors  des  deux  applications  classicpies  de  la  Statique  et  de  la  Ciné- 
matique du  corps  solide,  ])our  lesquelles,  à  vrai  dire,  MohiusTavail 
justement  crc'-éc. 

Il  m"a  semblé  iuiportant,  pour  la  th(''Oi'ie  de  Mohins,  t\c  prouver 
(|u"elle  ne  se  borne  pas  à  ces  deux  applications,  tju'clle  n'est  pas  sté- 
rile et  propi'e  uniquement  à  satisfaire  nn  esprit  philosophi(pie;  mais, 
au  contraire,  ((uelle  s  iuqiose  dans  telles  ipiesti(jns  qui  ne  pourraient 
trouver  eu  dehors  d'elle  leur  solution  naturelle. 

dette  cousi(li''ialion  ui'a  décidé  à  développer  ici  cette  a[)plicatiori 
nouvelle  de  la  doctrine  de  Mohius. 


I.     EnONCK    du    l'HOBI.iiME. 

il  me  send)le  convenable  d"ex[)li(pier  au  début  ce  (pie  j'entends  par 
%olume  eni;cudré  par  un  contour  fermé  dans  nn  mouvement  (piel- 
cou(pie.  Dans  le  cas  général,  en  cfTel,  le  contour  fermé  mobile  engendre 
mie  sorte  de  surface-canal  ouverte  aux  deux  lionts,  et  l'on  n'aperçoit 
pas  ce  (piil  faut  entendre  par  le  mot  volume,  l'our  lever  cette  difli- 
eulté,  concevons  que  l'on  ail  tendu  une  cloison  sur  le  contour  f(n"m('-; 
le  volume  (Migendré  par  le  contour  sera  celui  que  cette  cloison  ania 
l)alayé. 

Quant  à  la  valeur  du  volume  ainsi  défini,  elle  se  trouve  indépendante 
de  la  cloison  choisie;  car,  changer  la  cloison  T  et  la  remplacer  par  une 
autre  T',  également  tendue  sur  le  contour,  cela  revient  à  transporter 
d'une  extrémité  à  l'autre  du  volume  l'onglet  compiis  entre  les  deux 
cloisons  T,  T',  et  dont  le  contour  proposé  forme  l'arètc.  On  voit  donc 
(pic  le  volume  possède  une  valeur  indépendante  du  choix  de  la  cloison, 
(ielte  valeur  ne  dépend  (pie  du  contour,'  et  c'est  ajuste  litre  (pie  nous 
considérons  le  volume  comme  engendré  par  le  contour. 

Au  surplus,  les  développeiuents  ultérieurs  démontreront  en   tonl(; 
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rigueur  riudiflerencc  du  choix  de  la  cloison,  d(Mit  je  ne  puis  ici  (|iie 
faire  coinprendi'e  approximativemenl  rorii;iiii'. 

II.    —   Axe  aréolaire. 

La  solution  précise  du  problème  exige,  en  ellel,  quehjucs  cxijjica- 
lious  préliminaires  que  je  vais  exposer. 

Il  est  d'abord  nécessaire,  en  vue  de  la  lixalion  des  signes,  de  suji- 
poscr  que  le  contour  est  doué  d'un  sens  de  parcours  donné  a  juiori . 
Dans  certaines  questions,  notamment  dans  celles  cpii  ont  Liail  aii\ 
aires,  on  est  assujetti  déjà  à  celte  nécessité. 

Soient  lui  plan  orienté  n(')  et  un  contour  fermé  s,  doué  (Tun  sens 
de  parcours.  On  sait  que  la  projection  du  contour  sur  le  plan  11  a  nue 
aire  parfaitement  définie  en  grandeur  et  signe,  qui  a  pour  valc 


Mil- 


(t)  Aa  +  l]|i^CY, 

en  supposant  que  a,  [3,  y  soient  les  cosinus  directeurs  de  Torientation. 
Quant  à  A,  B,  C,  ce  sont  les  aires  (prises  avec  leurs  signes)  des  pro- 
jections du  contour  sur  les  plans  de  coordonnées.  Ainsi  Ton  a 

(  -^=fyd:-  =  -/-  dy  =  ifiy/:-  -  -  dy), 

(  2  )  •    B  =  ./■  ;  dj-  =  -  fx  dz  =  ^  _/•(  r  d.r  —  ,/•  dz  ) , 

(   C  =  fx  dy  =  -  J'y  dx  =  -,  J\x  dy  —  y  dx  ) , 

les  intégrales  étant  prises  le  long  du  contour  £,  [larcouru  dans  le  sens 
qui  lui  appartient. 

Considérons  un  segment,  dont  la  position  sera  indéteiminée  dans 
Tespace,  mais  dont  A,  B,  G  seront  les  projections  sur  les  axes  de  coor- 

(')  On  appelle  plan  orienté  un  plan  sur  les  normales  duquel  un  sens  de  par- 
cours est  fixé.  Les  cosinus  directeurs  a,  p,  y  relatifs  à  ce  sens  de  parcours  fixent 
l'orientation  du  plan;  on  peulles  appe\er  les  cosinus  directeurs  de  l'orierilaliofi . 
J'appelle  axe  d'orientation  une  quelconque  des  normales  au  plan,  décrite  daii< 
le  sens  de  l'orienlalion,  par  exemple  celle  qui  passe  à  l'origine. 
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données;  la  foinuilc  (  i)  fail  voir  que,  pour  avoir  Taire  du  contour  sur 
iMi  jtlan  orienté  quelconque,  il  suffira  de  projeter  ce  segment  sur  l'axe 
d'orienlation  du  plan,  en  afl'ectant  la  longueur  du  segment  du  signe  -+- 
ou  — ,  selon  qu'il  aura  le  sens  de  l'axe  d'orientation  du  plan  ou  le  sens 
()p|)osé. 

Je  donnerai  abréviativement  le  nom  d^axe  ai'éolairc  du  contour  à 
ce  segment  dont  la  simple  projection  sur  un  axe  suffit  pour  représenter 
en  grandeur  et  en  signe  l'aire  de  la  projection  du  contour  sur  tout  plan 
orienté  par  cet  axe. 


III.     —     L\    FORMULE    DE     StOKES. 

(]ousid(''rons  toujours  un  contour  fermé  z  doué  dun  sens  de  par- 
cours, et  tendons  une  cloison  T  sur  ce  contour;  puis,  décomposons 
cette  cloison  en  éléments  superficiels  infiniment  petits  w.  Chacun  de 
ces  éléments  superficiels  est  limité  par  un  contour  fermé  infiniment 
petit,  et  je  vais  montrer  que  la  propriété  du  contour  S  d'avoir  un  sens 
de  parcours  se  transmet  à  tous  les  contours, élémentaires  dans  lesquels^ 
la  cloison  a  été  décomposée. 

Soient,  en  elfet,  M  un  point  de  la  cloison  T  et  MM',  MM"  deux 
segments  égauv  à  une  même  quantité  constante  A,  aussi  petite  c|u'on 
voudra,  portés  de  pari  et  d'autre  de  M  sur  la  nor-male  à  la  cloison  au 
point  M.  Lorsque  ce  point  M  décrit  la  cloison,  les  points  M'  et  M"  dé- 
crivent deux  surfaces  T'  et  T"  parallèles  à  la  cloison  et  limitées  respec- 
tivement par  les  deux  contours  ô'  et  Z"  que  l'on  obtient  lorsque  le 
|)oint  M  décrit  le  contour  z  lui-même. 

Prenons  le  point  M,  de  sorte  qu'il  soit  infiniment  voisin  d'un  point  P 
du  contour  £,  et  menons  la  tangente  en  P  au  contour  dans  le  sens  de 
ce  contour;  sur  la  normale  en  M  à  la  cloison,  il  y  a  un  sens  qui  est  dex- 
t roisum  avec  le  sens  de  cette  tangente  ;  supposons  que  ce  soit  le 
sens  MM',  tpii  va  de  T  à  la  surface  T'.  Nous  dirons  que  la  surface  T' 
est  à  droite  de  la  cloison  T';  la  surface  T"  sera,  au  contraire,  à  gauche 
de  cette  cloison. 

Si,  au  lieu  du  point  P  du  contour  £,  on  avait  pris  un  autre  point  (^ 
de  ce  même  coul(jur,  et  j)uis  un  point  M  voisin  de  Q  sur  la  cloison  T, 


s 
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ol  que  Ton  eût  elTeclué  les  mêmes  constructions,  onaurail  l'-videmment. 
('•lé  conduit  à  donner  le  nom  de  droite  de  la  cloison  T  encore  à  la  sur- 
face T',  et  de  gauche  à  la  surface  T",  en  sorte  que  la  définition  est  in- 
dépendante, au  fond,  du  point  P  pris  sur  le  contour.  On  s'en  assure 
aisément  par  voie  de  continuité,  en  déplaçant  le  point  M  sur  une 
courbe  tracée  sur  la  cloison  T,  et  infiniment  voisine  de  Tare  VQ  du 
contour  £. 

Il  est  clair  cpu?,  si  Ton  chang-e  le  sens  de  parcours  du  contour  s,  la 
droite  et  la  gauche  de  la  cloison  T  se  permutent. 

Ceci  posé,  prenons  un  point  M  de  la  cloison  T,  et  soil  co  un  élément 
superficiel  qui  entoure  le  point  M;  élevons  en  M  la  normale  à  la  cloi- 
son T  vers  la  droite  de  cette  cloison;  soit  jMN  cette  normale.  Des  deux 
sens  de  parcours  qu'on  peut  attribuer  au  contour  élémentaire  co,  il  en 
est  un  qui  est  dextrorsum  avec  MN  :  cest  ce  sens  que  j'attribue  an 
contour  œ. 

Tout  contour  élémentaire  w  se  trouve  ainsi  doué  d'un  sens  de  par- 
cours déterminé,  et  ce  sens  change  avec  celui  qui  est  donné  sui'  le  con- 
tour total  C. 

Maintenant  désignons  par  H,  ■/],  'C  les  cosinus  direcleiu's  de  la  noi- 
male  droite  MN  et  par  «,  v,  w  trois  fonctions  arbitraires  des  coordon- 
nées x,y,  z\  on  a  la  formule  suivante,  atlril)uée  à  Slokes, 


(3) 


_/■(  u  dx  -^  r  dy  -j-  a-  dz) 


(if    ,))■ 


l'intégrale  simple  est  prise,  suivant  le  contour,  dans  le  sens  qui  lui  ap- 
partient, et  l'intégrale  double  s'étend  à  tous  les  éléments  co.  yVjoiiIous 
(pie,  dans  celte  intégrale  double,  co  représente  la  valeur  de  l'aire  élé- 
mentaire du  contour  co,  cpii  est  assimilable  à  une  aire  plane. 

Comme  application  de  cette  formule  de  Slokes,  cherchons  la  somme 
des  aires  des  projections  de  tous  les  contours  co  sur  un  plan  H,  dont  a, 
p,  y  seront  les  cosinus  directeurs  de  l'orientation. 

Il  faut  observer  que  l'axe  aréolaire  du  contour  co  (assimilable  à  un 
contour  plan)  n'est  autre  cju'une  longueur  égale  à  oj,  portée  sur  la  nor- 
male MN.  D'après  un  théorènac  bien  connu  sur  la  projection  des  aires 
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planes.  Taire  de  [Jiojeclion  sur  le  plan  II  dn  conlour  oj  aura  done  la 
valeur  suivante 

(a^-t-|i-/l  +  Yr)co; 

(Voù,  pour  la  somme  de  toutes  ces  projections, 

//(a?  +  pr,  +  Y:)co. 
(  )i'  prenons,  dans  la  formule  de  Slokes, 

S3  —  vr  v.r  —  ar.  et  r — 3j; 

Il  = —  y  f  = .  U'  = • , 

(i  nous  aurons 


/- 


dz  —  :  dr        r,  î  d'^'  —  î'  ^5  ■'■  dy  —  »•  d.i 

■  I       ''i :       *,f  : 


I 


=://(a^  +  ,3-/]  +  Y:)to, 
c'esl-à-dire,  d'après  les  équalions  ('^), 

=  Ao!  +  I5îîi-t- (>;.     . 

(  )n  voit  ddue  (pie  la  somme  des  aires  des  projections  de  tous  les  élé- 
ments co  sur  un  plan  II  orienté,  quelconque,  est  indépendante  de  la 
cloison  T  choisie  et  est  égale  à  Faire  de  la  projection  du  conlour  sur 
ce  ])Ian. 

(Test  à  dessein  que  jai  rattaché  cette  remarque  bien  connue  au  théo- 
rème de  Stokes,  car  une  reinarcjue  toute  pareille  va  me  conduire  à  la 
soluliou  du  [ti'ohlème  que  je  me  suis  proposé. 


IV.  —  Volume  de  thanslati 


ON. 


Il  inqiorte  d'abord  de  fixer  le  signe  des  volumes  et  d'introduire  à 
cet  cllèt  une  convention.  L'étude  des  volumes  de  translation  nous  en 
l'ournira  l'occasion. 

Supposons  d'abord  cjue  le  contour  subisse  une  translation  reclilign(> 
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donl  je  représenterai  par  «,  c,  w  les  composantes  suivant  trois  axes 
rectangulaires  liés  au  contour. 

Los  cosinus  directeurs  de  celte  translation  seront 


\/it'  -+-  ('-  4-  (V-        y/«2  +  c'^  +  IV-        sjiû  +  ('-  +  ir- 


et  v«"+  '-'■  +  «''  représentera  son  amplitude. 

Concevons  une  cloison  T  tendue  sur  le  contour;  chaque  élément  w 
de  cette  cloison  décrira  un  élément  cylindricjue  dont  la  section  droite 
sera  précisément  la  projection  du  contour  to  sur  le  plan  [I  dont 


sont  les  cosinus  directeurs  de  roricntalion  ;  la  valeur  absolue  do  celte 
section  droite  sera  donc  égale  à  la  valeur  absolue  de  l'expression 


où  ^,  Y],  "(  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  JNIN  à  la  cloison 
définie  comme  précédemment.  Pour  avoir  le  volume,  il  suffira  do  mul- 
tiplier la  section  droite  par  la  hauteur  \ju-  -\-  v-  -\-  w- .  Quant  au  signe, 
/('  conviens  oxprcsscnicnl  d'adopter  celui  même  de  l'aire  de  la  pro- 
jection du  contour  co  sur  le  plan  H. 

Le  volume  balayé  par  l'élément  w  aura  dès  lors  en  ^vnnàeuv  et  si ii  ne 
la  valeur  suivante 

(?/E  +  r-/]  +  u'L  )to. 

Le  volume  engendré  par  la  cloison  T  sera  la  somme  des  volumes 
balayés  par  chaque  élément,  ce  qui  donne,  pour  le  volume  intégral, 

fj\u\  -+-  vc]  -t-  n'"C)co. 

Or  ou   aperçoit   tout  do  suite,   d'après  Tapplicalion  déjà   faite  (hi 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  V.  —   l'asc.  II.   i88(),  4^ 
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lli/'oiriiic  de  Slokos,  qiK'  ccllp  inlcf^ralc  a  la  xalciii-  suivante 
( ',  )  A«-|- iJf  + (la-; 

(h'i  a.  I),  (  ;  oui  la  signification  (jne  leur  atlribuenl  les  formules  (2). 

,1e  ne  nranèlerai  pas  à  montrer  que  la  formule  (4)  s'étend  au  ras 
d'une  translation  non  rectiligne,  à  condition  que  11,  c,  w  représentent 
les  projections  de  la  corde  qui  sous-tend  l'arcde  la  courhe  directrice  du 
mouvement  de  translation. 

.le  [)asse  immédiatement  au  cas  d'un  déplacement  hélicoïdal. 


V.    —    VoLUMK   IIKMCOIUAL. 

.rohserve  d'abord  que,  jioin'  une  même  hélice  directrice,  les  volumes 
lu'licoïdauv  engendrés  par  un  même  contour  sont  entre  eux  comme  les 
am])litndes  des  rotations  ellecluécs  autour  de  l'axe  de  riiélice.  11  snlTil 
donc  d'étudier  le  cas  d'un  déplacement  héhcoïdal  infiniment  petit. 

,1e  représente  ]»ary>,  q,  /les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation, 
le  temps  étant  pris  pour  variable  indépendante,  et  par  a,  l>,  r  les 
composantes  de  la  vitesse  de  l'origine;  le  tout  en  supposant  (pie  les 
axes  de  coordonnées  soient  liés  invariablement  au  contour.  La  vitesse; 
d  un  point  r,  )',  ;  lié  au  contour  aura  [)0ur  composantes 

V.,  =  rt  +  ^  r  --  ry, 
V^  =  h  -\-  rx  —  pz, 
V,  =  c  -^py-  qx\ 

il  suffirait  de  multiplier  par  dt  pour  avoir  le  déplacemeut  même  du 
|)oint  (x-,  7,  ;). 

(considérons  maintenant  une  cloison  T  tendue  sur  le  contour,  et  un 
élément  w  de  celle  cloison,  décrit  autour  d'un  jioint  !M(x-,  j',  z).  Le 
volume  balayé  par  l'élément  w  est  assimilalile  au  volume  cju'il  engeii- 
dr(Mail  dans  une  translation  égale  cl  parallèle  au  déplacement  Y,.  <^//, 
\y(/t,  \.dt  du  point  M.  C.e  volume,  d'après  le  numéro  précédent,  a 
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donc  |)our  valeiii-  eu  grandeur  et  on  signe 

(V,i  +  V,T, +  ¥,•()  cor//, 

el  le  volume  balayé  par  toule  la  cloison  est  la  somme  des  volunn-s  ba- 
layés par  Ions  les  élénienls,  c'esl-à-dire 

./y(Vj-t-v^y]  +  v;c)tor//. 

Or  ])osons,  dans  la  formule  de  Stokes, 

bz  —  cY  Y-+Z- 

II  =  ■■ p  ■- , 

2  'a 

ex  —  nz  z-  -+-  x'^ 

'  2^2 

a\  —  h  X            X-  -+-  v^ 
a"  =: /■ --^ , 


el  nous  Irouvons 

^.T     (^11-  i)i-  ,^     ()ii  ijw  ,^    ()r  ()u 

■'■  ^  Jy   ~  ,h'  ■'  ^  '<h   ~   à>-'  •  ~'  ô^r  ~  1}' 

]/iulégrale  qui  représente  le  volume  se  transforme  donc  dans  Tin- 
tégrale  simple,  prise  le  long  du  contour. 


>/f 


:/■[( 


bz  —  C'Y 

)  dx  + 

+ 

(ex  —  a  z 

2 

\         3 
(  ay —  bx 

V             2 

Posons,  outi'e  les  équations  (2),  les  suivantes 

L  =  —  / ^  dx, 

(.')  ^U=-f-^dy, 

^=-f^^dz. 
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rt  nous  arrivons  finalement  à  celle  expression  du  volume 
(5)  (Aa  +  nb-^-  Ce  +  Lp  +  My  +  Nr) dl. 

(  'eltc  formule  est  l'ondamcnlale,  je  vais  l'interprcter. 

VI.  —  Système  de  segments  attaché  au  coNTorn. 

On  sail  qu'un  syslème  de  segnienls  rapporté  à  Lrois  axes  reclangu- 
laires  a  pour  coordonnées  les  sommes  X^  iil,  3  des  projections  des 
se<;mcnls  qui  le  composent  sur  les  axes  de  coordonnées,  et  les  uio- 
iniMils  lésullauls  4^,  oli,  3î,,  pris  par  rapport  à  ces  mêmes  axes. 

Si  Ton  l'ail  la  somme  géométrique  de  tous  les  segments  du  système, 
le  segment  qui  figure  cette  somme,  et  qu'on  nomme  la  rcsultcnilr  de 
Irauslation  du  système,  a  pour  projections  -l.,  ifij,  z  et,  par  consé- 
(juent,  sa  longueur  est  égale  à 


(<))  ■  \j X' -^  \\\r -^  Z- . 

Cliasles  a  tléiuonlré  (pie  si  [lar  \()ic  de  glissement  des  segments  sur 
leurs  lignes  d'action,  ou  par  voie  de  composition  et  de  décomposition, 
on  transforme  un  système  en  un  autre,  qui  lui  est,  comme  on  sail, 
rqiii<,-aleitt,  les  tétraèdres  construits  sur  les  segments  du  premier  sys- 
tème pris  deux  à  deux,  avec  des  signes  convenables,  ont  une  somme 
égale  à  la  somme  analogue  que  Ton  obliendrait  avec  le  second  système 
de  segments,  équivalent  au  premier.  Cette  somme  doit  donc  s'ex- 
primer à  l'aide  des  coordonnées  d.,  ii!.,  £,  .t^,  011,  ^I-,  et  l'on  sail  en  ellet 
qu'elle  a  pour  valeur  le  sixième  de  l'expression 

(7)  -l.,4^+  D'.-Oli  -f-  SJt. 


("elle  expression  est  donc  un  invariant  du  syslème  de  segments,  di 
même  cpie  la  somme  A/*  -h  D'o'  -+-  Z'-  qui  représenle  le  carré  de  la  ré 
sultanle  de  translation.  Le  rapport 

est  donc  égalemenl  un  invariant  du  syslème  de  segments. 
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Le  lliroirme  de  Cliaslcs  est  susceptible  d'une  extension,  dans  la- 
quelle on  considère  simultanément  deux  systèmes  de  segments  ,1.,  )!!>, 
£,  ^,  OÏL,  »%  ;  A;',  liî)',  s',  .'^',  oïl',  dZ'.  Construisons  de  toutes  les  façons 
possibles  un  tétraèdre  en  prenant  un  segment  dans  un  système  et  un 
segment  dans  l'autre,  la  somme  des  tétraèdres  ainsi  obtenus  et  aireclés 
d'un  signe  convenable  est  égale  au  sixième  de  l'expression 

(9)  -AJ^'  -+-  D!,31L'  +  SDb'  -h  J^A,'  -+-  OKMU'  +  3b£'. 

(]clte  expression  constitue  donc  un  invariant  simuUaiir  des  deux  sys- 
tèmes :  on  Ini  donne  le  nom  de  moment  des  deux  systèmes. 

Si  les  deux  systèmes  se  réduisent  chacun  à  un  segment,  le  momenl 
est  égal  au  sextuple  du  tétraèdre  construit  sur  ces  deux  seginenls. 

Parmi  Ibus  les  systèmes  de  segments  que  l'on  peut  imaginer  el  (pii 
forment  une  sextuple  infinité,  je  considère  particulièrement  ceux  pour 
lesquels  la  résultante  de  translation  est  égale  à  l'unité  ;  je  donnerai  à 
ces  systèmes  de  segments  unitaires  le  nom  de  vis,  pour  adopter  une 
locution  employée  par  Isl.  Bail,  dans  ses  recherches  sur  la  dynamique 
des  corps  solides. 

Soit  im  système  de  segments 

.1.,   v)b,   £,  4^,  011,   3Ï,; 


si  l'on  divise  par  \lx-  -+-  ot!)"  +  £■  toutes  les  coordonnées  de  ce  système, 
on  obtient  les  coordonnées  d'une  vis 

(10  j 


Nous  dirons  d'une  telle  vis  qu't'//e  poi-te  le  système  de  segments. 
D'après  cela,  tout  système  de  segments  peut  être  représenté  par  les 
coordonnées  a,  [3,  y.  A,  jj.,  v  de  la  vis  qui  le  porte,  et  par  son  module, 
qui  ne  sera  autre  <{ue  la  longueur  $  de  sa  résultante  de  translation. 

Si  l'on  se  reporte  à  rex[)ression  (8)  de  l'invariant  A,  on  voit  que  // 
ne  dépend  pas  du  module  du  système,  mais  seulement  de  la  vis  qui  le 
porte;  en  introduisant  les  coordonnées  a,  p,  y,  ^v  l-*-,  v  (1<-  cette  vis,  on 
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Ir-ouvc,  puisque  a-  +  [3'-  4-  y-  =  i , 

(^lo)  A  =  aÀ -t- l^uH- yv. 

Celle  quantité  h  est  le  />«.?  de  la  vis. 

Si  le  [)as  est  nul,  la  vis  se  réduit  simplenieul  à  un  axe,  el  le  syslènie 
de  segments  est  rédueliijle  à  un  segment  unicjue.  Les  axes  de  l'espace 
sonl  donc  des  vis  de  pas  lud;  on  peut  encore  dire  que  ce  sont  des 
segments  dont  la  longueur  est  Funilé. 

Pour  qui  connaît  les  princijies  de  la  théorie  de  Mobius,  ces  défini- 
tions ne  peuvent  présenler  de  ditOcultés.  Les  vis  portent  les  systèmes 
de  segments,  de  même  que  les  axes  portent  les  segments  eux-mêmes. 

On  voit  dès  lors  ce  qu'il  faudra  entendre  par  moment  d'un  segment 
on  d'un  système  de  segments  par  rapport  à  une  vis;  si  -.u,  Di,,  G,  4^,  Oit, 
-%  sont  les  coordonnées  du  système  de  segments,  a,  [3,  y,  X,  [jl,  v  celles 
de  la  vis,  ce  moment  aura  l'expression  suivante 


(II)  .X.A  -+-  iiî.  fj.  +  £  V  -1-  ^a  +  011  ^  -I-  31,' 


Si  la  vis  se  réduit  à  un  axe,  on  retombe  tout  simplement  sur  le  mo- 
ment du  système  par  rapport  à  cet  axe.  ' 

Ces  notions  rappelées,  revenons  au  problème  qui  nous  occupe. 

Je  considère  le  système  de  segments  dont  les  coordonnées  seraient 
A,  B,  C,  L,  M,  N  [formules  (1)  et  (2')],  système  qui  est,  en  quelque 
sorte,  attaché  au  contour  donné  £,  et  que  je  représenterai  par  la  nota- 
tion S£. 

La  résultante  de  translation  de  ce  système  n'est  autre  que  ïaxf 
aréolaire  du  contour.  Quant  à  L,  M,  N,  leur  signification  est  des  plus 
simples. 

Supposons  rpie  le  mouvement  hélicoïdal  se  réduise  à  une  rotation 
autour  de  l'axe  (.).r,  la  formule  (  >)  nous  donne  pour  expression  du 
volume 

L/)  (Il 

ou  encore,  i  =  pdt  repr('"S(Mitant  l'angle  de  rotation, 

ht. 
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Or  les  voluines,  engendrés  par  révolution  aiilour  d'un  même  axe. 
élant  proporlionnels  aux  angles  de  rolalion,  on  voit  que  L  csl  h'  vo- 
li/nic  que  le  co/ilouf  enge/ulrerait  par  une  rotation  d'auiplitudr- 
unilé  autour  de  Ox.  Les  quantités  iNI,  N  ont  des  siguilieations  analo- 
gues. Les  formules  (2')  convenablement  interprétées  conduisent  d'ail- 
leurs au  même  résultat. 


VIL    —    Interprétation  de  la  formule  fondamentale  (  >  ). 

il  nous  est  n)ain tenant  possible  d'interpréter  la  formule  (To.  l'-n 
ellet,  \v.  déplacement  hélicoïdal  s'effectue  suivant  la  vis  dont  les  cooi- 
données  a,  [3,  y,  X,  [ji,  v  sont  égales  à 

y.  =     ^ )  |j  —  '  '■' — 


\jp''  -H  q'-  4-  /•-                         \lp--^cf--^  '•'■'  vV"  +  <7 

-,                   rt                                          b  c 

\/p^-i-q-+r-                     \/p'-hq''-^  r'  VP^-+-'I 

et  Fampliludc  i  de  la  rotation  a  |)our  valeur 


r' 


r- 


i  -^  ^/jo*  -hq-'-h  r-  dt. 

La  formule  (.5)  peut  donc  s'écrire 

(12)  (Aa  -h  Bijl  4-  Cv  +  La  -h  M^  -I-  Ny)- 

Si  l'on  utilise  alors  la  remarcjue  que,  dans  un  mouvement  héliccjïdal 
(cas  qui  comprend  le  mouvement  de  révolution),  les  volumes  engendrés 
sont  proportionnels  aux  amplitudes,  on  reconnaîtra  qu'il  est  permis  de 
supposer  dans  la  formule  (12)  que  £  est  fini. 

La  quantité  entre  parenthèses  n'est  autre,  du  reste,  que  le  mouieril 
du  système  Ss  par  rapport  à  la  vis  V  qui  dirige  le  mouvemenl  iK'licoi- 
dal.  De  là  ce  théorème  : 

Si  un  contour  fermé  £  est  uniniê  d'un  mouvement  kélieoïdal 
d'amplitude  i  sur  une  lus  V,  le  ?:olume  engendré  est  égal  au  pro- 
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iliiil  (le  V ampUludc  i  par  le  moment  du  système  S  G  pris  par  rap- 
port à  la  vis  Y. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  vis  se  réduise  à  un  axe  S;  on  a  ce 
ihéorème  : 

Ac  volume  engendré  par  un  contour  fermé  Z  tournant  d'u" 
angle  t  autour  d'un  axe  S  est  égal  au  produit  de  l'amplitude  i  par 
le  moment  du  système  S  S  pris  par  rapport  à  l'axe  3. 

(]q  (leniier  ihéorème  montre  que  la  théorie  des  moments  de  Poinsol 
et  de  ÎVIoljius  s'applique  en  tous  ses  points  à  Tétude  des  volumes  de 
révolution  engendrés  par  un  contour  fermé  donn(''.  La  distribution  des 
volumes  est  la  même  que  celle  des  moments  d'un  certain  système  de 
segments.  Il  est  aisé  d'en  conclure  une  série  de  théorèmes  calqués 
sur  ceux  de  la  théorie  des  moments.  Par  exemple,  le  lieu  des  axes  de 
volume  nul  est  un  complexe  linéaire;  le  lieu  des  axes  d'égal  volume 
(pour  une  même  amplitude  de  rotation,  bien  entendu)  est  un  complexe 
(juadraticjue,  etc. 

Dans  mes  Communications  aux  Comptes  re/ulus  de  l'Académie  des 
Sciences,  après  avoir  démontré  le  théorème  relatif  aux  corps  de  révo- 
hition,  j'étais  passé  au  cas  des  volumes  hélicoïdaux  par  l'application 
dune  proposition  que  j'avais  démontrée  directement  et  qui  me  paraît 
avoir  en  elle-même  quelque  intérêt. 

Tout  déplacement  hélicoïdal  est  la  résultante  d'une  rotation  autour 
de  l'axe  hélicoïdal  et  d'une  translation  le  long  de  ce  même  axe;  si  £  est 
l'amplitude  de  la  rotation,  l'amplitude  de  la  translation  est  égale  à  As, 
où 

,  C(X   -I-    3|J.  -t-  YV  .  f 

''  ^    a^+y^^2    =  aA  +  ^[x  +  yv 

représente  le  pas  de  la  vis. 

Les  coordonnées  de  l'axe  de  rotation  sont  alors 

a,      1^,     Y,      A -a//,      t^-^A,     v  -  y//, 

et  les  composantes  de  la  translation  ont  pour  valeur 

c/.//t,      ^//£,     yAs. 
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Le  volume  eni^endré  dans  la  rotation  est  donc  égal  à 

I  La  +  Mp  +  Ny  +  A(X  -  uh)  +  B([j^  -  ^h)  -t-  C(v  -  y//  )|c, 

et  le  volume  de  translation  est,  au  contraire,  égal  à 

(Aa  +  B;3  +  CY)A£. 

La  somme  de  ces  deux  volumes  est 

(La  +  Mp  +  Ny  +  AÀ  +  B[ji  +  Cv)£, 

c'est-à-dire  le  volume  hélicoïdal  lui-même. 

Ainsi,  le  volume  hélicoïdal  est  la  résultante  du  volume  de  réiola- 
lion  et  du  volume  de  translation,  de  même  que  le  mouvement  liéli- 
coïdal  lui-même  est  la  résultante  du  mouvement  de  rotation  cl  du 
mouvement  de  glissement. 

VIIL     —    Cas  d'un   MOUVEMENT  QUELCONQUE. 

.)'ai  hâte  d'arriver  au  cas  d'un  déplacement  fini  quelconque  du  con- 
tour. Je  suppose  que  la  position  du  contour  dépende  d'un  paramètre  /, 
que  nous  pouvons  imaginer  être  le  temps.  Le  mouvement  corres- 
pondra à  une  variation  de  t  entre  deux  limites  <„  et  /,,  et  ce  mouve- 
ment pourra  être  considéré  comme  une  succession  de  torsions  infi- 
niment petites  sur  des  vis  successives. 

Soient,  à  l'époque  /,  a,  j3,  y,  X,  fx,  v  les  coordonnées  de  la  vis 
instantanée,  prises  par  rapport  à  des  axes  entraînés  avec  le  contour, 
et  w  la  vitesse  angulaire.  Les  quantités  a,  j3,  y,  "k,  pi.,  v,  w  seront  des 
fonctions  connues  de  la  variable  t,  et  le  volume  engendré  dans  la  tor- 
sion élémentaire  sera,  d'après  la  formule  (12), 

(AAh-  B[j:+  Cv-i-La  +  Mp  -f-  Ny)corf^, 

et,  par  suite,  le  volume  fini  engendré  dans  le  mouvement  intégral  sera 
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représenté  par  l'intégrale  définie 


r''(AA  +  Bit.  +  Cv  +  La  +  M^  +  Nj)m  di. 
J'introduis  alors  les  notations  suivantes 

et  l'expression  du  volume  devient 

(F)  A/  +  Bm^C/?  +  La  +  MZ>^Nf. 

dette  formule  générale  (F)  est  celle  qui  résout  complètement  le 
problème  général  que  je  m'étais  proposé.  Nous  allons  chercher  à  Fiu- 
lerpréter.  ■^ 


IX.  —  Système  de  f 


SEGME^'TS  LIE  AU    MOUVEMENT. 


Dire  que  l'on  se  donne  le  mouvement  dont  est  animé  le  contour  £, 
c'est  dire  que  l'on  se  donne  les  quantités  a,  j3,  y,  "k,  [x,  v,  w  en  fonction 
de  i,  et,  par  conséquent,  les  intégrales  cr,  b,  c,  /,  m,  n. 

Je  regarderai  ces  six  intégrales  comme  les  coordonnées  d'un  système 
de  segments  Soil/,  dont  je  pourrai  dire  qu'il  est  attaché  au  moitvcmcnl, 
de  même  que  le  système  S  S  est  attaché  au  contour  s. 

Si  l'on  se  reporte  alors  à  la  formule  (9)  qui  représente  le  moment 
de  deux  systèmes  de  segments,  on  voit  que  la  formule  (F)  exprime  le 
théorème  suivant  : 

Le  volume  eiigetidré par  un  contour  fei-mé  c  dans  un  mouvement 
quelconque  Oit  est  égal  au  moment  de  deux  systèmes  de  segments 
Ss,  SoiL  qui.  dépendent,  le  premier,  du  contour  seulement,  et  le 
second  uniquement  du  mouvement. 
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Ainsi  se  trouve  résolu  le  problème  que  je  m'étais  proposé  ;  il  ne  me 
reste  plus  qu'à  en  développer  quelques  conséquences  et  quelques  cas 
particuliers. 

Comme  exemple  des  diverses  remarques  générales  auxquelles  peut 
donner  lieu  la  formule  (F),  j'énoncerai  les  deux  théorèmes  suivants  : 

I.  Si  sept  contours  /('/-//lés  sont  liés  iiivariablcineut  entre  eux,  il 
existe  une  même  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  sept  vo- 
lumes auxquels  ces  contours  donnent  lieu  dans  un  mou\ement 
nom  m  un  arbitraire. 

11  suffit,  pour  démontrer  ce  théorème,  de  remarquer  qu(>  les  sept 
volumes  r,,  Co,  ...,  c,  sont  des  fonctions  linéaires  des  six  paramèlres 
a,  h,  c,  /,  m,  /i  par  lesquels  intervient  le  mouvement. 

II.  5/  l'on  imprime  à  un  contour  e  sept  mouvements  aiL, ,  Olto,  ..., 
aiLc,  DXL-:,  il  existe  entre  les  sept  volumes  engendrés  par'  ce  contour 
une  relation  linéaire  homogène,  indépendante  du  contour  choisi . 

Ce  théorème  résulte  d'une  remarque  analogue  à  la  précédente. 
L'observation  suivante  offre  encore  un  certain  intérêt. 
Considérons  le  système  Soii,  de  coordonnées 

a,     b,     c,     l,     m,     n, 

,         .     a     b     c     t     m     II 
porte  par  la  vis  ^,  ô'  a'  ô'  ¥'  o'  "" 


Il  est  clair,  d'après  la  formule  F,  c[ue  tout  contour  fermé  invariablement 
lié  aux  axes  mobiles  Ox,  Oy,  Os  engendre,  dans  le  mouvement  311, 
le  même  volume  que  s'il  était  animé  d'une  torsion  d'amplitude  0  sur 

la  vis  -,  ^,  -,  -,  y,  -^-  Appelons  5  cette  torsion  hélicoïdale.  La  pro- 
priété que  nous  venons  de  reconnaître  à  *)  permet  de  résoudre  immé- 
diatement la  question  suivante  : 

Trouver  sur  une  surface  donnée  convexe  2  une  courbe  fermée  C  (pii 
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engendre  dans  un  mouvement  donne  OlL  le  plus  grand  volume.  Il  suffira 
de  résoudre  le  problème  pour  la  torsion  î)  ;  dans  ce  mouvement  de 
torsion  la  surface  2  louche  son  enveloppe  suivant  une  courbe  G  qui  est 
précisément  la  courbe  fermée  cherchée. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  reconnaître  qu'il  existe  des  contours 
pour  lesquels  S 3  est  identiquement  nul,  d'autres  pour  lesquels  S£  se 
réduit  à  un  couple  ou  à  un  segment  unique.  Ce  dernier  cas  est  par- 
ticulièrement intéressant,  car  il  se  présente  chaque  fois  que  le  contour 
est  plan. 

X.  —  Cas  d'un  contour  plan. 

Considérons  en  effet  un  contour  plan  et  adoptons,  pour  axes  liés  au 
contour,  deux  axes  rectangulaires  Gx,  Gy,  situés  dans  son  plan  et  se 
coupant  au  centre  de  gravité  G  de  son  aire  (que  je  suppose  non  nulle) 
et  un  troisième  Gz  normal  au  plan  de  contour. 

Les  formules  (2)  et  (2')  nous  donnent,  puisque  j  est  toujours  nul 
sur  le  contour, 

A  =  (),  B  ^  <),         G^r,j\xdy — ydx), 

L  =  -  ^  j'y-  dx,  M  =  -  -^  fx^  dy,         N  =  o. 

Or  les  coordonnées  ^,  v]  du  centre  de  gravité  de  l'aire  sont  données 
par 

C  E  =  ffx  dx  dy ,  (  J  y]  =  f  j'y  dx  dy , 

ou  encore,  en  ramenant  à  des  intégrales  curvilignes, 

C?  =  -i7V^,  Cyi  =  i./V^ ./,,-. 

On  a  donc 

C^  =  M,         Cy]=-L. 

Mais,  puiscjue  le  centre  de  gravité  est  à  l'origine,  on  a 


r 


d"où 

L  =  o,         M  =  G. 
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Donc  toutes  les  coordonnées  du  système  Ss  sont  nulles,  sauf  C.  Le 
système  Ss  est  ainsi  réductible  à  un  seul  segment  C,  égal  à  Taire  du 
contour  et  élevé  perpendiculairement  à  son  plan  au  centre  de  gravité 
de  son  aire.  En  un  mot,  le  système  se  réduit  à  l'axe  aréolaire,  trans- 
porté au  centre  de  gravité. 

Le  cas  d'un  contour  plan  n'est  pas  le  seul  où  le  système  S3  se  réduise 
à  un  segment  unique.  Mais  chaque  fois  que  Ss  se  réduit  à  un  seul 
segment,  il  existe  une  infinité  de  contours  plans  qui,  dans  tout  mouve- 
ment, engendrent  chacun  un  volume  équivalent  à  celui  du  contour 
considéré. 

On  peut  même  supposer,  par  exemple,  que  ce  contour  est  une  cir- 
conférence. Prenons  en  effet  le  cercle  de  rayon  1 /-'  et  qui  admettrait 

pour  axe  la  ligne  d'action  du  segment  C  ;  attribuons  à  ce.  cercle  un 
sens  de  parcours  qui  soit  dexirorsuni  avec  le  segment  G  :  nous  obte- 
nons ainsi  un  contour  circulaire  dont  le  système  S  S  sera  représenté 
par  le  segment  C,  et,  par  suite,  dans  tous  les  mouvements  possibles,  ce 
cercle  engendrera  des  volumes  équivalents  à  ceux  qu'eilgendrenl  tous 
les  contours  dont  le  système  se  réduit  au  segment  C. 
Par  suite,  on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Un  contour  plan  étant  donné,  il  existe  un  cercle  dans  son  plan 
qui,  dans  tout  mouvement,  engendre  un  volume  équivalent  à  eelui 
engendré  par  le  contour. 


§  XL   —  Le  théorème  de  Guldin. 

On  donne  le  nom  de  Guldin  à  une  proposition  concernant  le  volume 
engendré  par  un  contour  plan  tournant  autour  d'une  droite  de  son 
plan.  Guldin  a  en  effet  énoncé  cette  proposition  en  i635,  dans  son 
Traité  De  centro  gravitatis ;  mais  c'est  dans  les  Exercitationes  geo- 
metricœ  de  Cavalier!  qu'on  en  trouve  la  première  démonstration  satis- 
faisante. Ajoutons  qu'un  passage  obscur  des  Collections  mathéma- 
tiques de  Pappus  paraît  avoir  trait  aux  propositions  attribuées  à 
Guldin. 
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Celle  de  ces  propositions  qui  concerne  les  volumes  (la  seule  dont  il 
soit  ici  question)  se  déduit  aisément  de  la  proposition  relative  aux 
corps  de  révolution  du  §  VII. 

En  effet,  soit  un  contour  plan  tournant  autour  d'un  axe  A  situé  dans 
son  plan;  soit  0  l'angle  de  rotation;  le  volume  sera  égal  au  produit  de  6 
par  le  moment  pris  par  rapport  à  A  du  segment  unique  C  auquel  se 
réduit  ici  le  système  Ss.  Or,  le  segment  C  est  normal  au  plan  du 
contour  au  centre  de  gravité  G  de  son  aire;  appelons  /■  la  distance 
de  G  à  Taxe  A,  le  moment  aura  pour  valeur 

r.C 
et  le  volume  sera,  par  conséquent, 

/•O.C. 

Comme  C  est  l'aire  du  contour  plan,  et  /-Û  l'arc  de  cercle  décrit  par 
le  centre  de  gravité,  on  a  bien  la  proposition  de  Guidin. 

Mais  on  peut  généraliser  encore  cette  proposition  en  l'étendant, 'sous 
sa  forme  légèrement  modifiée,  au  cas  d'un  contour  plan  tournant  autour 
d'un  axe  A  quelconque. 

Le  volume  sera  encore  égal  au  produit  de  0  par  le  moment  du  seg- 
ment C,  pris  par  rapport  à  A. 

Soit  /■  la  plus  courte  distance  de  A  et  de  la  droite  A'  qui  porte  le  seg- 
ment C;  soit  sina  la  valeur  positive  du  sinus  de  l'angle  de  ces  deux 
droites.  Le  moment  a  pour  valeur 

/■  C  si  11  y.. 

et  le  volume  est,  par  conséquent, 

0/' .  C  sina. 

Or,  soit  P  le  pied,  sur  A',  de  la  perpendiculaire  commune  à  A'  el 
à  A.  Dans  0/-  on  aperçoit  le  cheiniu  décrit  par  le  point  P  dans  la  rota- 
lion. 


VOLUME    ENGENDRÉ    TAR    UN    CONTOUR    FERMÉ.  3ff] 

Dans  Csina  on  roconiiait  Faire  de  la  projeclion  du  conLour  sur  le 
plan  mené  par  le  point  P  el  pai-  Taxe  A. 
De  là  renoncé  suivant  : 

Le  volume  engendré  par  un  contour  plan  tournant  d' un  angle 
quelconque  autour  d'un  axe  quelconque  A  est  égal  au  chemin  pai- 
couru  par  le  point  P,  pied  de  la  perpendiculaire  commune  à  l'axe 
de  rotation  A  et  à  la  normale  au  plan  du  contour,  élevée  au  centre 
de  gra^'ité  de  son  aire,  multiplié  par  l'aire  de  la  projection  de  ce 
contour  sur  le  plan  mené  par  l'axe  de  rotation  et  te  point  P. 

Telle  est  la  généralisation  du  théorème  de  Gnldin  pour  les  contours 
plans.  Le  cas  d'un  contour  cjuelconque  ne  se  prête  pas  à  un  énoncé 
aussi  simple,  et  l'emploi  du  système  de  segments  nous  paraît  fournir 
l'expression  la  plus  simple,  et  en  même  temps  la  plus  générale  que  l'on 
puisse  désirer;  surtout  si,  comme  nous  l'avons  fait  ici,  au  lieu  de  se 
borner  au  cas  d'un  mouvement  de  révolution,  on  veut  embrasser  le  cas 
d'un  mouvement  quelconque. 


XII.  —    Un   cas   particulier  de   mouvement. 

Dans  la  proposition  du  §  IX  intervient  un  système  S  Oit  de  segments 
lié  au  mouvement.  La  définition  directe  de  ce  système,  son  interpré- 
tation, ne  paraît  pas  aussi  simple  que  celle  du  système  Ss  lié  au  con- 
tour. Il  y  a  cependant  un  cas  où  cette  interprétation  est  facile  :  c'est 
celui  où  le  mouvement  est  dirigé  par  une  courbe. 

Je  dis  que  le  mouvement  d'une  figure  est  dirigé  par  une  courbe 
quand  cette  figure  est  liée  invariablement  au  tricdre  trirectangle  formé 
par  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale  d'une  courbe. 
Soient  s  l'arc  de  la  courbe  directrice  compté  à  partir  de  la  position 
initiale  du  sommet  du  trièdre;  a  et  t  les  arcs  correspondants  des  indi- 
catrices splîériques  des  tangentes  et  des  binormales  de  la  courbe  direc- 
trice. 

Prenons  naturellement  le  trièdre  de  la  courbe  pour  trièdre  de  réfé- 
rence mobile,  et  soient  A,  B,  C,  L,  M,  N  les  coordonnées  du  svs- 
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tème  S 3  attaché  à  un  contour  3,  lié  invariablement  à  ce  trièilre.  Les 
coordonnées  de  la  vis  suivant  lacjnelle  s'effectue  la  torsion  instantanée 
seront  (Darboux,  Cours  de  Géométrie,  t.  I,  p.  i5) 

dx  r,  dz 


-,  ds 

A=       -  |J^=o,  V  =  o, 

\JdT-  -+-  da- 

■t  Taniplitude  de  la  rotation  sera 


s/d-ï^-hda-. 
Le  volume  hélicoïdal  élémentaire  sera  donc,  d'après  la  formule  (12), 

Ad.s-Ld-  +  Ndr!, 

et  le  volume  intégral  dû  à  un  déplacement  fini  sera  alors,  d'après  la 
définition  de  s,  cr,  t, 

(i'^)  A^-Lt  +  Nt. 

Telle  est  la  formule  simple  à  laquelle  on  parvient  dans  ce  cas,  et  où 
les  coordonnées  du  système  SoiL  ont  toutes  des  significations  bien 
connues.  ■ 

(^u'il  s'agisse,  par  exemple,  du  cercle  osculateur  d'une  courbe  à 
courbure  constante;  nous  aurons 

A  =  o,         N  =  o,         L  =  7Tp% 

où  p  est  le  rayon  de  courbure;  on  aura  donc,  pour  le  volume  engendré 
par  ce  cercle, 

La  formule  (i 3)  conduit  à  un  certain  nombre  de  problèmes  où  intei- 
viennent  les  courbes  découvertes  par  M.  Bertrand  dans  ses  recherches 
sur  les  surfaces  de  normales  principales. 
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Georges    Halp/ien  ; 
Par  m.   Cajuile  JORDAIV. 


Notre  collabora  leur  el.  ami,  M.  Georges  Halphen,  a  succombé,  le 
2  1  mai  dernier,  aux  alteintes  d'une  maladie  imprévue  qui  csl  venue  le 
frapper  dans  toute  la  force  de  son  talent. 

La  franchise  et  la  loyauté  de  son  caractère  lui  avaient  fait  des  amis  sin- 
cères de  tous  ceux  qui  le  connaissaient;  mais  ils  ne  sont  jjas  seuls  à  s'af- 
fliger  d'une  perte  à  laquelle  aucun  de  ceux  ([ui  s'intéressent  aux  sciences 
ne  saurait  rester  indifférent. 

Les  liens  d'affection  qui  nous  unissaient  et  la  part  importante  ([u'ila 
prise  à  ce  Journal  nous  font  un  devoir  de  retracer  ici,  en  quelques  lignes, 
cette  carrièi^e  si  courte  et  si  bien  remplie. 

H  était  né  à  Rouen,  le  3o  octobre  iS'i^.  Après  de  brillantes  études 
au  lycée  Saint-Louis,  il  entra  à  l'Ecole  Polytechnique  en  18G2  et  eu 
sortit,  deux  années  après,  comme  officier  d'artillerie.  Il  prit  part  en  cette 
qualité  à  la  guerre  de  1 870-1 871  et  fut  décoré  [)Our  action  d'éclat  sur 
le  champ  de  bataille  de  Pont-Noyelles. 

En  1872,  il  épousa  M""  Aron.  Six  enfants  sont  nés  de  cette  heureuse 
union,  qu'aucun  nuage  ne  vint  jamais  assombrir.  A  défaut  d'une  longue 
existence,  Halphen  aura  eu  du  moins  lebonheur  inestimable  de  trouver 
dans  la  douce  intimité  de  son  foyer  une  consolation  dans  les  peines  de 
la  vie  et  un  encouragement  pour  ses  travaux. 

En  1873,  il  entra  à  l'Ecole  Polytechnique  comme  répétiteur,  fonction 
(ju'il  exerça  pendant  quatorze  ans.  Chargé  en  outre  des  examens  d'ad- 
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mission  pcndanl,  les  Irois  dernières  années,  il  laissa  dans  ce  Irop  court 
passage  le  souvenir  d'un  examinateur  incomparable. 

En  1886,  il  fut  élu  membre  de  FAcadémie  des  Sciences,  à  la  presque 
unanimité  des  suffrages. 

L'année  suivante,  il  se  décida  à  quitter  l'Ecole  Polytechnique  pour 
prendre  un  service  plus  actif  dans  l'armée.  Cette  détermination  inspira 
un  peu  d'inquiétude  à  quelques-uns  de  ses  amis.  Ils  se  demandaient  si 
ces  nouvelles  fonctions  ne  l'obligeraient  pas  à  ralentir  son  activité  ma- 
thématique et  si  l'acquisition  faite  par  l'armée  d'un  excellent  officier 
serait  une  compensation  suffisante  an  dommage  à  craindre  pour  la 
Science.  Qu'auraienl-ils  dit,  s'ils  avaient  pu  prévoir  que,  consacrant 
les  jours  à  ses  devoirs  professionnels  et  les  nuits  à  ses  travaux  scien- 
tifiques, leur  pauvre  ami,  accablé  sous  cette  tâche  écrasante,  serait  si 
promptement  ravi  à  leur  affection! 

Mais  il  ne  mourra  pas  tout  entier;  les  Œuvres  qu'il  a  laissées  feront 
vivre  son  nom  lant  qu'il  y  aura  des  Mathématiques. 

Son  premier  travail,  Suf  U inté gralion  des  équations  linéaires,  date 
de  i864;  mais  c'est  seulement  en  1869  qu'il  commença  à  dooner  sa 
mesure  par  ses  recherches  sur  la  Géométrie  énumérative .  Cette  branche 
de  la  Science,  alors  toute  nouvelle,  a  pour  but  de  dénombrer  les  figures 
d'une  espèce  déterminée  qui  satisfont  à  nn  système  de  conditions 
donné. 

La  première  (piesliou  li'ait(''c  ])ar  Halphen  dans  cet  ordre  d'idées  est 
la  suivante  :  «  Trouver  le  nombre  des  droites  communes  à  deux  con- 
gruences  données.  »  Il  la  résolut  par  une  formule  aussi  simple  qu'élé- 
gante. 

Enhardi  par  ce  premier  succès,  il  aborda  l'étude  des  systèmes  de 
conicjues,  rjui  formait  alors  le  principal  objet  de  cette  géométrie  nouvelle. 
On  s'occupait  surtout  de  rechercher  combien,  dans  un  système  de  co- 
niques défini  par  cjualre  conditions,  il  y  en  a  qui  satisfassent  à  une 
nouvelle  condition  donnée. 

M.  de  Jonquières  avait  montré  le  premier  que,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  le  nombre  cherché  est  égal  à  a[x,  pt.  désignant  l'ordre  du  système 
de  coniques,  et  a  un  autre  entier,  ne  dépendant  que  de  la  nouvelle  con- 
dition. Chasles,  qui  s'était  jeté  avec  une  véritable  passion  dans  cette 
i-echerche,  ta  laquelle  il  a  consacré  toute  la  fin  de  sa  vie,  avait  obtenu 
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parinducliolila  formule  plus  générale  oljj.  -+-  [iv,  [x  cl  v  désignanl  Tordre 
et  la  classe  du  système,  a  et  [3  deux  entiers  ne  dépendant  que  de  la 
condition.  Les  exemples  fournis  à  l'appui  de  cette  formule  étaient  si 
nombreux  et  si  variés,  i[ue  personne  ne  doutait  plus  qu'elle  fût  gé- 
nérale, bien  cju'aucunc  démonstration  tout  à  fait  concluante  n'en  eut 
encore  été  apportée. 

Halphen  entreprit  de  donner  cette  démonstration;  en  1873,  il  crut 
même  y  être  parvenu.  C'est  ainsi  qu'Abel  préludait  à  ses  immortels 
travaux  sur  les  écjuations  algébriques  en  essayant  de  résoudre  l'équa  l  ion 
du  cinquième  degré.  La  question  était  d'ailleurs  si  délicate  que  plu- 
sieurs géomètres  éminenls  cédaient  à  la  même  époque  à  une  illusion 
toute  semblable.  11  nous  suffira  de  nommer  Clebsch  et  M.  Lindcmanu, 
qui  s'est  illustré  depuis  par  sa  découverte  de  la  transcendance  du 
nombre  tï. 

Halphen  ne  tarda  pas  à  s'assurer  que  certains  cas  singuliers  échap- 
paient à  sa  démonstration.  Il  n'était  pas  homme  à  reconnaître  une 
erreur  sans  s'occuper  aussitôt  de  la  réparer.  Il  découvrit  bientôt  cjue 
ces  exceptions  étaient  dues  à  la  présence  dans  le  système  d'une  variét('' 
de  coniques  dégénérées  dont  l'existence  n'avait  pas  été  soupçonnée  avant 
lui,  ce  qui  lui  permit  de  fixer  avec  précision  dans  quels  cas  les  formules 
de  de  Jonquières  et  de  Chasles  sont  applicables.  Il  parvint  enfin  à  -la  dé- 
termination complète  du  nombre  des  conicjues  satisfaisant  à  cinq  con- 
ditions quelconques.  Ce  nombre  s'exprime  symbolicpiement  par  un 
])roduit  de  cinq  facteurs,  dont  chacun  ne  dépend  que  d'une  seule  des 
conditions  données. 

Ce  beau  théorème,  si  diil'érent  de  ce  cju'on  avait  pu  prévoir,  tranchait 
définitivement  cette  question  si  longtemps  controversée.  Halphen  pou- 
vait désormais  aborder  de  nouveaux  champs  de  recherches. 

La  théorie  des  points  singuliers  fixa  la  première  son  attention.  Cette 
étude,  si  importante  à  la  fois  pour  la  Géométrie  et  pour  l'Analyse,  était 
encore  peu  avancée.  On  avait  bien  analysé  l'influence  des  «  singularités 
ordinaires  »  ;  mais  il  restait  beaucoup  à  dire  sur  les  singularités  plus 
complexes.  Parmi  les  géomètres  éminenls  qui  se  sont  attachés  à  élu- 
cider ces  cjuestions,  Halphen  se  mit  au  premier  rang.  Fidèle  à  son  ha- 
bitude constante  de  creuser  tous  les  sujets  qu'il  touchait  et  de  ne  rien 
laisser  d'inachevé,  il  n'y  consacra  pas  moins  de  quinze  Mémoires,  où 
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sont  trailés  successivemeni  loiis  les  poinls  |)rinci|)au.v  de  la  lliéorii>. 
l'arini  les  résultats,  aussi  uombreux  que  variés,  qu'il  a  obtenus,  nous 
nous  boi'nerous  à  citer  : 

î^a  détermination  du  nouilire  des  intersections  de  deux  courbes  ab- 
sorbées par  un  point  singulier; 

Celle  de  rabaissement  produit  dans  la  classe  et  dans  le  genre  d'une 
courbe  ])ar  la  présence  d'un  point  singulier; 

Deux  démonstrations  nouvelles  et  directes  de  la  loi  de  la  conservation 
du  genre  dans  les  transformations  birationnelles; 

Deux  m(Hliodes  nouvelles  pour  transformer  une  courbe  quelconque 
en  une  autre  (pii  n'ait  plus  que  des  singularités  ordinaires; 

La  découverte  de  la  loi  régulière  suivant  laquelle  varient  les  ordres 
et  les  classes  des  développées  successives  d'une  courbe; 

Enfui  la  déleruiiuation  sur  une  courbe  algébrique  du  nombre  des 
points  (jui  satisfont  à  une  équation  dillérentielle  donnée. 

En  iiS-",  Halpben  étendit  la  solution  de  ce  dernier  problème  aux 
courbes  gaucbes.  11  annonçail  eu  même  temps  être  eu  mesure  de 
traiter  la  même  question  pour  les  surfaces;  mais,  entraîné  vers  d'autres 
recherclies,  il  se  borna  à  donner  un  exemple,,  en  assignant  le  degré  de 
la  ligne  des  points  paraboliques. 

C'est  en  elTet  l'année  suivante  ipi'il  présentait  à  la  Faeult(''  des 
Sciences  de  Paris  sa  mémorable  Thèse  Siu-  les  fiivaiianls  difféi-cn- 
tii'ls.  Il  donne  ce  nom  aux  expressions  dillerentielles  cjui  se  repro- 
duisent à  un  facteur  près  par  une  transformation  homographique. 
Partant  de  cette  définition,  il  expose  un  procédé  qui  peruKH  de  les 
construire  successivement  sans  eu  omettre  aucun. 

Un  autre  travail,  qui  suivit  de  près  le  premier,  eonliiMit  l'extension 
de  ces  principes  aux  invariants  diflérentiels  des  courbes  gauches, 
(domine  application  de  cette  tliéorie,  il  forme  les  équations  dilleren- 
tielles des  cubiques  planes  et  gauches,  des  courbes  biquadra tiques,  des 
ligues  tracées  sur  les  surfaces  du  second  degré,  etc.  Ces  exemples  de 
calcul  sont  loin  de  donner  une  idée  suffisante  de  la  portée  d'un  travail 
par  lecjuel  la  notion  de  l'invariance,  déjà  si  féconde  en  Algèbre  et  en 
Géométrie,  se  trouvait  transportée  dans  le  Calcul  iulinitésimal;  mais  un 
nouveau  ^lémoire  dlialphen  ii(>  tarda  pas  à  la  mettre  en  pleine  lu- 
mière. 


es 
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L'Académie  des  Sciences  avait  proposé  comme  sujet  du  (  iiaiid  l*ii\ 
des  Sciences  mathématiques  pour  1880  la  question  suivante  :  «  Per- 
fectionner en  quelque  point  important  la  théorie  des  équations  ditl'é- 
T'cntiellcs  linéaires  à  une  seule  variable  indépendante.  »  Ce  concours 
restera  célèbre  à  plus  d'un  titre;  car  c'est  alors  que  les  fonctions  fuch- 
siennes  firent  leur  première  apparition  sous  la  plume  de  M.  Poincaré. 
Halphen,  de  son  côté,  s'était  proposé  de  délcrniiner  les  équations 
linéaires  réductibles  par  un  changement  de  variables  aux  formes  que 
l'on  sait  intégrer.  Nous  ne  saurions  mieux  faire,  pour  donner  l'idé*^  de 
ce  grand  travail,  cjue  de  reproduire  ici  le  texte  du  Rapport  de  M.  Ilei- 
niil(^  : 


«  Dans  les  travaux  dont  la  théorie  des  équations  dill'érentielles  , 
été  récemment  l'objet,  ou  a  eu  principalement  en  vue  d'obtenir  rinl('' 
grale  dans  les  tas  où  elle  peut  s'exprimer  par  des  fonctions  uniform 
de  la  variable.  Les  belles  découvertes  de  M.  Fuchs,  qui  ont  joué  1 
principal  rôle  dans  ces  recherches,  servent  également  de  base  pour 
l'étude  plus  profonde  et  plus  difficile  entreprise  par  l'auleur  du  Mé- 
moire n"  i.  Il  part  de  ce  fait  cpie  la  transformée  d'une  équation  dilïé- 
rentielle  linéaire  obtenue  en  substituant  à  la  variable  indépendante  une 
fonction  quelconque  d'une  nouvelle  vaiiable  est  une  écpialion  linéaire 
de  même  ordre,  et  qu'il  en  est  de  même  si  Ton  nndli])lie  rinconmic 
par  une  seconde  fonction  arbitraire  de  cette  nouvelle  variable.  (]<•{;[ 
étani,  l'auteur  se  propose  de  déterminer  ces  deux  fonctions,  de  manière 
que  l'équation  transformée  soit  à  coefficients  constants,  ou  bien  soit 
intégrable  au  moyen  de  fonctions  uniformes,  simplement  rationnelles 
ou  doublement  périodiques.  Ces  c[uestions  sont,  comme  l'on  voit,  aussi 
importantes  que  difficiles  :  la  solution  complète  et  générale,  cjui  est 
exposée  dans  le  Mémoire,  montre  un  talent  mathématicjue  de  l'ordre  le 
plus  élevé.  Rien  n'est  plus  intéressant  que  de  voir  s'introduire  dans 
cette  recherche  de  Calcul  intégral  les  notions  algébriques  d'invariants 
qui  ont  pris  naissance  dans  la  théorie  des  formes,  et  ces  nouvelles 
coud)inaisons  faire  apparaître  les  éléments  cachés  d'où  dépend,  sous 
ses  diverses  formes  analytiques,  l'intégration  d'une  équation  donnée, 
("est  à  M.  Laguerrc  qu'est  due  l'idée  ingénieuse  et  profonde  des  inva- 
riants et  covariauts  des  équations  difierentielles  linéaires;  il  en  a  tiré, 
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pour  les  équations  du  Lroisièmeel  du  quatrième  ordre,  plusieurs  beaux 
lliéorèmcs,  et  M.  Brioschi  s'est  aussi  occupé  avec  succès  du  même 
sujet;  mais  l'auteur  du  Mémoire  que  nous  analysons  en  a  encore  mieux 
fait  ressortir  toute  Timportancc.  Il  y  joint  une  considération  qui  joue 
(■'gaiement  dans  ses  recherches  un  rôle  essentiel,  c'est  celle  du  genre 
d'une  équation  algébrique  entre  deux  variables,  introduite  en  Analyse 
])ar  Riemann  el  qui  est  si  souvent  employée  dans  les  travaux  de  notre 
époque.  Des  applications  exposées  avec  tous  les  détails  nécessaires 
olIVent.  un  grand  nombre  de  résultats  entièrement  nouveaux  et  du  plus 
haut  intérêt.  Nous  nous  bornerons  à  citer  comme  particulièrement 
i-emarquables  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  conte- 
nanl  un  paramètre  arbitraire,  puis  d'autres  d'ordre  impair  se  rattachant 
à  la  division  de  l'argument  dans  les  fonctions  elliptiques,  dont  la  solu- 
tion, qui  n'est  pas  une  fonction  uniforme,  est  obtenue  par  ces  transcen- 
lantes.  Nous  jugeons  que  ce  Mémoire  a  ajouté  à  la  théorie  des  équa- 


tions difTércntielles  linéaires  des  méthodes  générales  et  des  résultats 
d'une  haute  importance,  et  qu'il  est  digne  du  Grand  Prix  des  Sciences 
mathématiques.  » 

Kncouragé  par  celle  haute  approbation,  Halphen  poursuivit  ses 
recherches  dans  ses  Mémoires  Sur  les  irwariants  des  équations  diffé- 
rentielles du  quatrième  ordre  el  Sur  un  pi-oblème  concernant  les 
équations  différentielles  linéaires.  L'objet  de  ces  travaux  est  de 
rechercher  le  parti  que  l'on  peut  tirer,  pour  l'intégration,  du  fait  que 
l'on  connaîtrait  la  valeur  d'une  fonction  entière  et  homogène  de  ses 
solutions. 

Le  jugement  de  l'Académie,  décernant  à  Halphen  le  Grand  Prix  des 
Sciences  mathématiques  était  A  peine  rendu,  lorsque  l'Académie  de 
Merlin  proposa  comme  sujet  de  Concours  pour  le  prix  Steiner  :  «  La 
solution  d'une  question  importante  dans  la  théorie  des  courbes  gauches 
algébriques  ».  Halphen,  qui  avait  déjà  publié  en  1870  une  première 
Note  sur  la  classificalion  de  ces  courbes,  revint  à  cette  occasion  sur 
cette  œuvre  de  jeunesse  et  envoya  au  Concours  un  Mémoire  étendu 
sur  ce  sujet  aussi  difficile  qu'important.  Cette  classification  avait  été 
poussée  avec  peine  jusqu'aux  courbes  du  sixième  degré;  Halphen 
établit  les   principes  qui  manquaient  pour  aller  plus  loin  et  montra 
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toute  l'excellence  do  sa  méthode  en  donnant  à  litre  d'exemple  le  ta- 
bleau complet  des  courbes  des  vingt  premiers  degrés  et  des  courbes  de 
degré  120.  L'Académie  ne  pouvait  hésiter  à  récompenser  ce  beau  tra- 
vail, qui  fut  couronné  conjointement  avec  un  Mémoire  de  M.  Nolhei-. 

En  dehors  de  ces  œuvres  maîtresses,  Halphen  trouvait  encoi'e  le 
temps  de  produire  de  nombreux  Mémoires  sur  des  sujets  variés  de  G <'■()- 
métrie  ou  d'Arithmétique  et  surtout  sur  la  théorie  des  séries.  Nous  ne 
nous  y  arrêterons  ])as,  car  nous  avons  hâte  d'arriver  à  la  dernière  évn- 
Inliou  de  ce  grand  esprit. 

Après  son  élection  à  l'Académie  des  Sciences,  au  commenceniciil 
de  1886,  Halphen  porta  toute  son  activité  sur  les  fonctions  elliptiques. 
Leur  théorie  lui  était  depuis  longtemps  familière  :  il  en  avait  fait  d'heu- 
reuses applications  à  l'intégration  de  certaines  classes  d'équations 
linéaires,  à  des  problèmes  variés  de  Géométrie,  à  l'étude  de  la  courbe 
élastique;  mais  il  voulut  aller  plus  loin  et  doter  la  France  d'un  Traité 
complet,  au  courant  des  derniers  progrès  de  la  Science,  et  où  les  appli- 
cations trouvassent  enfin,  à  côté  de  la  théorie  générale,  la  place  (|ui 
leur  est  due  à  tant  de  titres.  Deux  Volumes  de  ce  grand  Ouvrage  paru- 
rent coup  sur  coup  avec  une  incroyable  rapidité  et  dépassèrent  encore 
l'attente  des  géomètres.  Restait  un  troisième  et  dernier  Volume,  où 
devaient  se  trouver  exposées  les  applications  à  l'Algèbre  et  à  la  théorie 
des  nombres.  C'était  la  partie  la  plus  ardue  de  la  tâche,  et  nain- 
pauvre  ami  s'y  livrait  avec  un  acharnement  qui  devait  lui  être  fatal. 
Déjà  le  travail  de  préparation  approchait  de  son  terme;  mais  Halphen, 
croyant  pouvoir  compter  sur  l'avenir,  avait  remis  à  plus  tard  le  soin  de 
la  rédaction.  Les  deux  premiers  Chapitres  sont  seuls  achevés;  de  tout 
le  reste  de  cet  immense  labeur  il  ne  subsiste  plus  qu'un  monceau  de 
calculs  épars  et  dépourvus  de  tout  texte  explicatif,  à  l'exception  de 
quelques  rares  fragments. 
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fJsIc  (1rs  Irnvau.c  malliématiques  de  Georges-Henri   Halphen. 


Les  années  indiquées  sont  celles  de  la  publication  ('). 


I.   —  Géométrie  des  complexes  et  ues  congkuences  de  droites. 

I  .  Sur  le  nombre  de  droites  qui  satisfont  à  des  conditions  données. 
\^Comples  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LXVIII,  |).  142  (4  pages).] 1869 

■ï.    Sur   les   droites   qui   satisfont  à  des  conditions  données.  {^Comptes 

rendus,  t.  LXXIII,  p.  i/i4i  (4  pages).] 1871 

3.    Sur  les   droites  qui  satisfont   à  des  conditions  données.   [Comptes 

rendus,  t.  LWIV,  p.  4'  Ci  pages).] 187! 

i.    Applications    nouvelles   d'une    proposition   sur   les  congruences   de - 
droites.  [Bulletin  de  la  Société  malliémati<iue  de  France,  t.  I, 
p.  :î53  (4  pages).] 1873 

II.  —  Théiirie  des  caractéristiques  pour  les  coniques. 

0.  Sur  les  caractéristiques  dans  la  théorie  des  coniques  sur  le  plan  et 
dans  l'espace,  et  des  surfaces  du  second  ordre.  [Comptes  rendus. 
t.  LXXVI,  p.  1074  (4  pages).] 1873 

(■),  7,  8.  Mémoiie  sur  la  détermination  des  coniques  et  des  surfaces  du 
second  ordre,  en  trois  Parties.  [Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, t.  I,  p.  i3o  et  226;  t.  II,  p.  Il  (48  pages).] 1873 

9.   Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques.  [Comptes  rendus. 

t.  LXXXIII,  p.  537  (4  pages).] 187G 

10.  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques  et  de  surfaces  du 

second  ordre.  [Comptes  rendus,  l.  LXXXIII,  p.  886  (4  pages).].      1876 

11,  12.    .Sur  la  théorie  des  caractéristiques  pour  les  coniques.  [Procec- 

dings  of  tlie  London  Matheuiatical  Society .  t.  IX,  n"'133  et  134 

(23  pages);  Mathematische  Annalcn,  t.  XV,  p.  16).] 1877 


(')   Nous  (levons  la  Communication  de  cette  liste  à  l'obhocance  de  M.  Guccia. 

C.  J. 
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Annôs. 


13.  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques  el  de  surfaces  du 

second  ordre.  [Journal  de  l'Ecole  PolYtechnique,  XLV°  Cahier. 

p.  27  (63  pages).].  . " _ .  ._ .«78 

14.  Sur  le  nombre  des  coniques  qui,  dans  un  plan,  satisfont  à  cinq  con- 

ditions projectives  et  indépendantes  entre  elles.  [Proccedings 
of  the  London  Malhemalical  Society,  t.  X,  n°'  143  et  146 
(i3  pages).] 1S7S 

15.  Observations  sur  la  théorie  des  caractéristiques.   [Bulletin  de  la 

Société  mathématique,  t.  VIII,  p.  Si  (4  pages).]  —  Réponse  de 

M.  ScHLBF.RT.  {Ibid.,  p.  60.) 1879 
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lSi/t  les  invariants    de  quelques  équations  différentielles  ; 


Par  m.   p.   APPELE. 


Il  peut  arriver  qu'une  équation  différenlielle  d'une  certaine  forme 
conserve  la  même  forme  pour  des  changements  de  fonction  et  de  va- 
riable contenant  des  fonctions  indéterminées.  Il  est  alors  de  la  plus 
jjfrande  importance  de  former  les  fonctions  des  coefficients  de  l'équation 
et  de  leurs  dérivées  qui  restent  inaltérées  dans  ces  changements,  c'est- 
à-dire  les  invariants  de  l'équation  différentielle.  La  théorie  des  inva- 
riants des  équations  différentielles  linéaires,  commencée  par  MM.  La- 
guerre  (')  et  Brioschi  (^),  a  reçu  son  complet  développement  dans 
le  Chapitre  III  du  Mémoire  de  M.  Halphen  :  Sui-  la  réduclioii 
des  équations  différentielles  linéaires  aux  formes  intégrables  (■'}. 
M.  Roger  Liouville  (")  a  étudié  à  différents  points  de  vue  les  inva- 
riants de  l'équation 

^  -H  «cj'  -t-  Sa,  j-^  +  'ia.,}'  -t-  a,,  =  o. 


(')   Comptes  rendus,  l.  LXXXVIII,  p.  1 16  et  12[\. 

(-)  Hiilletin  de  la  Sociélé  malhéinatique  de  Fiance,  t.  VII,  p.  io5. 

(^)  Mémoires  présentés  par  dii'ers  savants  à  l'Académie  des  Sciences, 
t.  XXVIII,  n"  1. 

{'*)  Comptes  rendus.  G  seplemlire  1886,  12  sejilembre  1887;  American  Jour- 
nal of  Matliematies,  t.  X,  p.  280. 

Journ.  de  Math,  (f)'  série),  tome  V.—  Fasc.  IV,  1889.  47 
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Enfin,  dans  une  i\oto  rôconlc,  M.  Painlcvé  (  '  )  annonce  un  travail  sur 
les  invariants  d'une  certaine  classe  d'équations  différentielles  algéhri- 
([ues. 

En  ce  (|ui  concerne  l'idée  générale  d'invariant  et  le  fait  de  l'existence 
des  invariants,  on  pourra  consulter  l'Ouvrage  de  M.  Sopluis  Lie, 
Tlirofie  dcr  Traiisfoi-inations  Gruppcn,  une  Lettre  de  ]NL  Halphen 
à  M.  Sylvester  (-)  et  une  Note  dé  M.  Goursal  (^). 

Nous  nous  pro[)osons,  dans  le  présent  travail,  l'étude  des  invariants 
et  des  cas  d'intégrabililé  : 


i"  Des  équations  différentielles  de  la  forme 


eq 


dx  ~  A„  H-  />,  V  -I- ...  -h  bi,yi' 


(/><"), 


ipii  conservent  la  même  forme  (piand  (jn  choisit  une  nouvelle  fonction 
incoimue  y]  et  une  nouvelle  variable  indépendante  ;  liées  à  y  et  x  par 
les  relations 

y  =  -'i  "  (■'••)  +  '•(•^•)>      ,77.  =  ,"■(■'■)  ;  ^ 

2"  Ues  (''quations  dillérentielles  algéhriipies  et  homogènes  par  rap- 
port à  la  fonction  inconnue  j'  et  à  ses  dérivées,  équations  qui  conser- 
vent la  même  forme  quand  on  fait 

i'armi  les  é(pialions  de  la  première  catégorie  nous  étudierons  spé- 
cialement le  cas  simple  11  ^"i,  p  ^  o,  déjà  considéré  par  NL  Roger 
Liouville  ;  et,  parmi  celles  de  la  deuxième,  nous  traiterons  presque  exclu- 
sivement les  é(piations  homogènes  du  second  ordre  et  du  second  degré. 
(^uel(jues-uns  des  résultats  contenus  dans  ce  Mémoire  se  trouvent 
indiqués  dans  deux  iNotes  que  nous  avons  eu  l'honneur  de  présenter  à 
l'Académie  des  Sciences  dans  les  séances  des  20  juin  et  4  juillet  1887. 


(')    Comptes  rendus,  5  novemlire  1888. 

(-)  Ainericnn  .Journal  of  Malhemalics,  l.  I\,  p.  107. 

{')   Comptes  rendus,  3  décembre  1888. 
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1.    [inaginons   une  équation   difTéronliclle  du  premiiM'  ordre  ali;r- 
liri(ju('  m  y  et  -j-,  et  ne  contenant  ~-  (|u'au  premier  degré.  (  li'llc  ('(pia- 

tion,  résolue  pai'  rapport  à  j— >  sera  de  la  foruu^ 

^   s  dy  fln  +  (7 1  )'  +  a, y-  +  ■■■  +  «„  r" 

^  (Ir  ~  b„+  0,  y  -+-  />,  V-  +  .  .  .  -+-  Z^.)''' 

les  coefficients  «„,  «,,  a.^,  . . .,  «„;  A„,  A,,  /^.  . . .,  A^,  étani  des  fonctions 
de  la  variable  indé[)endanle  .';. 

On  peut  toujours  supposer  que  le  degré  du  nuinéraleur  .si/ipassr 
celui  du  dénominateur;  eu  efîet,  si  l'on  avait 

nzp, 

on  ferait  un  changement  de  fonction  de  la  forme 

7  =  T +  ?(■'-■}, 

o(j:)  étant  une  fonction  de  x,  telle  que  le  polynôme 

Oa-t-  fl,cp  +  a.ç.=  +. . .+  rt„o" 

ne  soit  pas  identiquement  nul;  l'équation  difTérentielle  prendrait  alors 
la  forme 

ch  _  Z-+I"-"  ( Cq  +  c,  :  -h  C.2  J-  +  ■■■  +  (■„  J"  ) 
dx  t'o  -t-  e,  ;  +  t'2  3-  -H .  .  .  -I-  e,,  z-i' 

avec  c„^o.  Cette  dernière  équation  est  de  nouveau  de  la  forme  suppo- 
sée, mais  le  deg;ré  du  numérateur  par  rapport  à  la  fonction  :■  surpasse 
d'au  moins  deux  unités  celui  du  dénominateur;  la  différence  entre  le 
degré  du  numérateur  et  celui  du  dénominateur  pourrait  être  supé- 
rieure à  2,  si  les  coefficients  c*^,  Cp-,,  c'p-.^,  ••-,  <-p-,,{q<C.p)  étaient 
tous  nuls. 
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En  revenant  à  Féqualion 

(ly         a„  +  ff  I  K  4-  a, y-  -\-  . .  .  +  a„  y' 


(0 


ilx         l)„-i-  /i^y  +  b,y--^.  .  .+  bpyi' 


nous  pouvons  donc  toujours  supposer,  en  vertu  de  la  transformation 
précédente, 

/j  <  «  -  I . 

D'après  cela,  l'équation  (i)  possède  l'importante  propriété  de  con- 
server la  même  forme,  /i  elp  restant  les  mêmes,  quand  on  prend  une 
nouvelle  variable  indépendante  E,  et  une  nouvelle  fonction  inconnue  t] 
liées  à  X  ely  par  les  relations 

(2)  £  =  r^(.r),         y  =  ■fiu(x)-h  p(x-), 

a(.x'  ),  u(x),  v'(.i-  )  étant  des  l'ouctions  indéterminées  de  x.  Soit 


drt  a„  H-  a.  Y)  +  a.,T,-  +  . 


d'i  !i„+(i,r,  -H(i, 


y 


la  nouvelle  é([uation.  Eu  adoptant  la  définition  de  M.  Halphen  ('  ),  on 
appellera  invariant  absolu  de  l'équation  (i)  une  fonction  des  cocjji- 
cionts  a,,  h^  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  x,  telle  que  la  niémi- 
fonction  composée  avec  les  coefficients  a,,  '^1,  et  leuis  dérivées  par 
i-apport  à  %  lui  soit  toujours  égale  quelles  que  soient  les  fonctions 
a(.f  ),  u{j:)  et  v{x).  Un  tel  invariant  étant  désigne  par 

■\i[a„,  a,,  ...,  t)„,  />,,  ...,  -^,  ^, 

on  aura  identicpiement 

•\>  ia„,a,,  . . . ,  />„,  t>,,  .  .  .,-^,  -^-,  ■■ 


■H'^-<n 


0  Q  ^t'J.„       (lp„ 


(')  Mémoire  sur  ta  réduction  des  ér/uations  dilférentietles  linéaires  au.r 
formes  inlégrnbles,  Clia]).  III. 
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si  ron  remplace  a„,  a,,  ...,  j3„,  ^,,  ...  par  leurs  expressions  en  a.,^, 
a,,  ...,bo,f>,,---^  'M''-'),  «(•*■)  elr(:p). 

On  appellera  iri.varia/it  i-rlatif  ou  simplement  invariant  une  foru- 
lion  des  coefficients  a,,  h,,  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  .r,  telle  qui' 
la  même  fonction  formée  avec  les  coefficients  a,,  p^,  et  leurs  dérivées 
par  rapport  à  ç,  lui  soit  égale  à  un  facteur  près,  ce  facteur  dépendant 
uniquement  des  fonctions  ^{x),  u(x)  et  t'(x').  Pour  un  tel  invariani 
on  aura  donc  identiquement 

I  /  7      7  (in„    dlj„         \ 

=  A|(^a„,  a,,  ...,  ;io,[3,,  ...,  7^''  ^°'  •••)' 

le  facteur  A  dépendant  uniquement  des  fonctions  [J.(.r),  u{.r)  et  v(x). 

Enfin  il  existe  des  fonctions  des  coefficients  a,,  /^^  «'t  <!''  leurs  déri- 
vées par  rapport  à  ./;  qui  ne  sont  pas  des  invariants,  mais  qui  ne  cliaii- 
j^ent  pas  ou  se  reproduisent  multipliées  par  un  facteur  tel  (|ue  A 
lorsqu'on  fait  seulement  un  changement  de  fonction  [(jl(x)^  r|.  ou 
seulement  un  changement  de  variable  [«(./;)=  i,  v{.i:)^=  o|;  nous 
les  appellerons,  comme  le  fait  Laguerre  pour  les  é([uations  linéaires, 
iXai^  semi-invariants  pour  le  changement  de  variable  ou  le  changement 
de  fonction. 

Remarque.  —  Si  le  degré  n  du  numérateur  surpasse  de  deux  unités 
le  degré/)  du  dénominateur 

p  =  n-  2, 

l'équation  différentielle  est  de  la  forme 

dy  «„  H-  fli  K  -+-  a.  Y-  4- ...  -h  a„Y"- 

d.r  ~     /,o+ lj,r -h. .  .-h  t/,,-,/"-- 

a„  et  bn-2  étant  tous  deux  différents  de  zéro.  Alors  Féquation  conserve 
la  même  forme  si  l'on  prend  une  nouvelle  variable  indépendante  ç  et 
une  nouvelle  fonction  ï]  liées  à  x  ely  par  les  relations 

djc  ,     V  r,u{x)-h  v(.r) 
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ix(.r),  //(./■),  ''(.fj,  «'(./■)  élantdos  fonctions  arbitraires  do  ./;,  lclles(|iie 
If  délorniinaiit  a  —  vw  soil  difTércnt  de  zéro.  Nous  avons  donc,  pour 
CCS  ('([ualions  particulières,  des  substitutions  contenant  qiiatrr  lonc- 
lions  arljilraires  ;/,  r,  u',  [j.  au  lieu  de  trois  et  ne  cbangeanl  pas  la 
loriHe  de  Tcquation  :  de  là  résultent,  pour  ce  cas  particulier  yo  =  //  —  a, 
(les  circonslauces  spéciales  que  nous  examinerons  dans  un  autre  travail. 

2.    l'aruii  les  éipialions  de  la  forme  précédente 

les  plus  simples  sont,  pour//  =  i  l'équation  linéaire,  pour  //  =  •>.  l'équa- 
tion de  lliccali,  et  pour  //  =  3  l'équaliou 

dy  ftf,  +  a,  y  -+■  n,v'-  -t-  a-^y'^ 


d^  Og-h  b,y 


(pii'  Ion  peut  toujours  ramener  à  une  autre  de  même  forme  ne  c-'Onte- 
uaiil  [>as  y  au  dtMiominaleur;  eu  effet,  si  h,  n'est  ]>as  md,  il  suffit  de 
poser 


piiur  (pie  la  nouvelle  équation  en  j',  prenne  la  forme 
dy. 


d.r 


•„+3c,  )-, -+-3c,y;-t-C3_rî. 


Donc,  si  on  laisse  décote  l'éipiation  linéaire  et  l'écpiatioii  tic  Hic- 
cati,  l'équation  la  plus  simple  de  l'espèce  considérée  peut  toujours  se 

I  amener  à  la  iorme 

r3)  ~  =  c„ -f-  3c,  j  +  3c, y=  +  c,y\ 

déjà  étudiée  par  M.  Roger  Liouville  (').  Remarquons  que,  si  l'on  fait 
(')   Comptes  rendus,  6  seplemlire  i886. 
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le  cliangcmcnt  paiiiculicr  de  fonction  et  de  variable 

)-=Ayi,         .i-  =  A?, 
où  X  est  une  constante,  Téfjuation  deviendra 


il  =  Yo  +  -^Y.  "1  +  ■■^Y^-l'  +  Y:."^% 


où 

^'     :^  r'  "*'    ~ —   A  ^'  ^'     —   i~o  *"     —   A"*/'    • 

(0  —  '  (17  I  I  —  1^'-  \i  \i  —   '•    '  1^  j  :i  • —   '^    '  :i  ■) 

c'est  ce  (|ui  nous  conduit  à  attribuer  au  coel'licient  r,  le  poids  /.  On  a 
de  plus 

ce  (pii  conduit  à  alliibuer  à  la  dérivée  -y^  le  |)oids  (  /  -+-  h  ). 
Le  seul  cbangeinent  de  variable 

./-■  =  u.:         (  |j.  constant  ) 

transt'orine  Fécpiation  dillércntielle  en  une  autre  dont  les  coel'lieienl^ 
sont 

Y 1  =  P-  c , ,         Y-j  =  \^  ''•.■  '         Y:i  =  !-«■  '■:<  ' 


et  1  on  a 


rt;         '      dx  d\-  '      rf,/- 


on  est  ainsi  amené  à  attribuer  le  dcgii;  i  aux  coel'lieients 
et  le  degré  (r  +  A)  à  leurs  dérivées  d'ordre  A . 

Forjiii-  ranoidqiœ.  —  Il  est  possible,  |)ar  des  ([iia(batures,  de  ra- 
mener ré(|uation  (3)  à  une  forme  canonique  ne  contenant  plus  (pi'iiu 
invariant  ajjsolu.  Pour  op(''rer  cette  réduction,  faisons  le  cbaui;eiiieiii 
de  fonction 

j-  =  vr(.A')+ V(.r), 

et  déterminons  les  fouctKjiis  LJ  et  V  de  façon  ([ne  la  lauivelle  (''(pialioii 
différentielle  ne  contienne  ni  terme  en  ^  ni  terme  en  \  -. 
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Nous  aurons 


cl  !'('■< [uation  prendra  la  forme 

où  .s-,  désigne  la  fonction  de  degré  3  el  de  poids  G 

(  i)  ■'-■;,  =  <^oc:,-  -3c,roC3  +  2f.,  +  C.,  ^  ~  ^-  ZF' 

MnlJH  faisons  un  changement  de  variable  indépendante 

r/X 


d.v 


U{x) 


rl  déterminons  M(.c)  de  façon  que  le  coeflicient  de  \  '  devienne  Vu- 
iiilé ;  nous  aurons 

el  ré(|ualion  iireudra  la  forme  canonique 

(">)  S  =  Y»  +  ,I, 

où 

fuC;  —  5C,C,C3+  2C;  H-  C,  -; C,  -y—  /'r.f, -rS 

I  __  _^i_  _  _^ J [l£ 'lf_^''J     TJ— ''■'■ 

cl  U  '  ~  cl 

Les  fonctions  U  et  .9.,  sont  des  invariants  relatifs,  .(  et  X  des  inva- 
riants absolus  pour  toutes  les  transfornialiuns  de  la  forme 

/y 
j-  =  rj//(.r)+t'(x-),         ~  =  |j.(./-). 

On  peut,  (i  priofi,  se  rendre  compte  de  ce  fait,  en  reniarcpianl  ipie 
la  léduclion  à  la  foiiiie  canonique  n'est  possible  (pie  d'une  manièr<'. 
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Nous  allons  le  vérifuT.  Pour  cela  faisons  dans  réquatiou 

le  rliaiii;(Muenl  ci-dessus  de  foncliou  eL  de  variajjle;  récjualioii  [)reiidra 
la  forme 

J^  =  To  +  3y,  Tj  +  3j,rr  +  Y3-'fi% 
c„  -i-  3  C|  (•  -f-  3  c,  ('-  H-  Cj  r^  —  i-' 


ou 


- 1  -t-  :«  L  2  ï   -r-  C3  i 


C,  +  ace -H  £•,(''■'  II' 


'  '  |Ji  3\)-ii 

«(C,H-(?3C) 


a'  et  p'  désignent  les  dérivées  -i-,  -,-■ 
^  ctx    dx 

Si  nous  appelons  (53)0,  Uo,  Jo,  X^  les  fondions  composées  avec  les 

coeflicienls  y„,  y,,  y,,  y,  et  la  variable  ^  comme  .v.,,  U,  J,  X  le  sont  avec 

r'„,  c,,  Co,  c,  et  la  variable  a?,  nous  aurons 

(.  -V-i  Vo  —    I  0  (:)  J  I  I   I  ->  I  .1  ^^  -«  I  2  ^^    t  :i    ^/t  I  2    ^p.  > 

11.  =  .-/'^^". 

En  remplaçant  y^,  y,,  y^,  y,  par  les  valeurs  ci-dessus  et  f/H  par  u.  /Ix, 
ou  vérifie,  toutes  réductions  faites,  que  Ton  a 

(•^Oo=    jJï-^3.  ^-^"=;;'-^' 

d'où 

Xo=/y:.U=rfi  =  /"c3U^rfr  =  X, 

Journ.   (le  Atat/i.  (\'  série),  lonie  V.  —  l'asc.  IV,  1889.  '(o 
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équations  qui  nionlrenl  qun  J  ot  X  sont  des  invariants  absolus  :  il  en 
est  de  même  des  dérivées  ^j^,  -jr-,,  —  Toul  aulre  invariant  absolu  csl 

une  fonction  de  J,  X  et  des  dérivées -7^)  -jv^'  •■•'  comme  on  le  voil 

immédiatement  en  formant  l'invariant  supposé  sur  la  form<;  cano- 
ui(|ue. 

L'invariant  .';.^  a  été  formé  par  M.  Roger  Liouville  (  '  ). 

licDiaïque.  —  D'après  Texpression  de  U, 

cette  foucliou  n'est  déterminée^  qu'à  un  facteur  constant  près;  suivant 
le  choix  de  la  limite  iid'érieure  dans  l'intégrale,  on  aura  pour  U  diffé- 
reules  valeurs,  et,  si  l'on  appelle  U,  une  aulre  valeur  de  U,  on  aura 

A  désignant  une  constante.  Appelant  J,  el  X,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  .1  el  X,  on  aura 

'  '  d.r  h^  dx  '         A-  ^  •  ' 

/*  désignant  une  nouvelle  constante.  La  forme  canonique  correspon- 
dante 

se  ramènera  à  la  forme 

par  la  subslilution 

Y,  =  AY,        .X,  =  i,(X-^//;. 


(')   CiiiniUes  rendus,  séances  du  6  septembre  1886  el  du  la  septembre  1887. 
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D'après  cette  remarque,  nous  ne  considérerons  pas  comme  (lisliiiclc> 
deux  formes  canoniques  qui  se  déduisent  l'une  de  l'aulre  par  le  cliauj^v- 

ment  de  J  en  A'  J  et  de  X  en  xî  (\-h  h). 

."».   Les  fonctions -=r->  '-p^^  •••  sont  des  invariants  absolus  fini  se  eal- 

eulenl  facilement,  par  voie  récuiTente,  en  fonction  des  coefficients  r„, 
c,,  6'2,  c.,.  En  effet,  partons  des  formules  pn-cédentes 

r  ■'•.  ^^  Tr.  i;         ^/"'-"^TT^''-'' 

J  =  — i-  ,         -J-  =  c.^  U-,  [j  =  e^      " 


■t  posons,  avec  M.  Roger  Liouville  (  '  j, 


^■5-2«-l  /  \ 


de, 
d.i: 


+  3((^f^3—  c') 


nous  trouverons 


dS  d.r  .îj  d-i  s-  d"i  Ao„_ki 


d\~   d\    ~f^U'  dX^  ~  cl\}'  d\"        cV'^U'^"+'    . 

do: 

On  en  conclut,  par  exemple,  que  la  condition  .?„„^5  =  o  exprluie  ([ue. 
dans  la  forme  canonique 

d\~         '      ' 

.1  est  un  polynôme  de  degré  (  ii  —  \)  eu  X. 

Dans  ce  qui   suit  nous  désignerons   par  J',  .1",  ...   les    iuvarianis 
■       I        di      d-i 

absolus  -Trr>   -yjTT,  '    — 
«A     «A- 

Les  invariants  absolus  J,  J'  et  X  sont  des  fonctions  de  .r  ([ue  nous 
avons  calculées  :  l'élimination  de  x  fournira  entre  .1  et  X  ou  entre  .1 
et  J'  une  relation  caractéristique  de  l'équation  différentielle  considérée. 

(')  Comptes  rendus,  séance  du  i2  septeiiibie  1887. 
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InversemeiiL,  étaiil  donnée  une  relalion  enlre  J  et  X,  ou  mieux  une  ic- 

lalioneulre  J  el  J'  =  ^,  que  Ton  peut  toujours  déduire  pai'  diiréreu- 

tialion  d'une  relalion  entre  J  et  X,  on  aura,  comme  il  suit,  la  relation 
correspondante  entre  les  coefficients  c^,  c,,  /\,  '":,  et  leurs  dérivées  par 
raj)port  à  x.  Soit 

(a.)  /(.l,.T')  =  o 

riMpialion  donnée  :  on  aura,  en  diilérenlianl. 


(T) 


D'autre  part,  1rs  expressions  précédentes  de  J,  J',  J"  donneni 
J'^        s\  J'J"        .ç,.s-, 


J^  S^  J*  .V-' 


S-, 


Ij'éliniinalion  de  J,  .1',  J"  entre  ces  quatre  équations  (a),  (py^  (y) 
fournira  la  coudiliou  cherchée  sous  forme  d'une  i'elation  enlre  lesdeux 

invariants  absolus  '-4  et  -^  : 

(°)  1\    ,•     » 

Cette  condition  (c)  est  donc  nécessaire  pour  que  .1  et  J'  soient  liés 
par  la   relation  (a);   elle   est  sajfisanle.   Pour   le   démontrer,   nous 
■pouvons  toujours  supposer  la  relation  (a)  enti'e  J   et  ,T'  mise  sous  la 
forme 

d'où,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  mendires  par 
rapport  à  X, 


J-^j^ 


-I  ji 


\ 
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S' 


l'ii  divisanl  par  -j->  nous  aurons  la  rclalion  chcrcliéo  enlrc  les  invariaul- 


si      SiS^ 
si'    s\ 


(^^') 


SOUS  la  tonne 


'      \SI    )     rSi;;.?-,  5.9? 


.■y 


(jui  remplace  la  condition  (S).  Supposons  mainlenanl  (pie,  poui-  im<' 
certaine  équation  diflercnticUe,  les  coefficients  c„,  r,,  Cj,  c^Aérilieiil 
cette  condition  (o')  :  appelons  J,  Tinvariant  absolu  de  cette  (V|ualiiin 
différentielle,  X,  la  variable  canonique  et  J, ,  Jj  les  dérivées  de  J,  par 
rapport  à  X, .  On  aura 


si 
si 


J7 
J? 


S3.Ç7 .1',  j'i 

s'    ~~     J  ; 


et  la  condition  (0')  pourra  s'écrire,  après  (prou  eu  aura  niulli|ilié  les 
deux  nienibres  par  —■) 


3J',M'; 


■I? 


d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  /»^  une  constante  arbitraire, 


On  })ourra  toujours  amener  cette  constante  A  à  être  runité,  de  façon 
à  amener  cette  dernière  relation  à  prendre  la  forme  (a).  \\n  effet,  en 
faisant  dans  la  dernière  relation 


on  aura 


J.  =  A-M,         X.  =  ^(X  +  /0. 
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li  relie  relation  se  rétliiiia  à  la  relation  (a)  donnée, 

(  )i-.  nous  a\oiis  vu  précédemment  (page  370)  que  l'on  ne  doit  pas  con- 
sidérer connne  distinctes  deux  formes  canoniques  déduites  l'une  de 
laulre  par  la  substitution 

J,=AM,         X,  =  ^(X  +  /0. 

La  condition  formée  (0)  ou  (0')  est  donc  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  J  et  J'  soient  liés  par  la  relation  donnée  (a)  ou  (a'). 

On  peut  remarquer  que  si,  sans  employer  rarlificc  précédent,  on 
voulait  trouver  la  forme  canonique  correspondant  à  une  relation 
donnc'e 

\s:    •'■■3  / 

cuire  les  deux  invariants  absolus  -4  et  '-^,  on  rturait  à  inlécrer  l'étiua- 
liiin 

Si,  dans  cette  écpialion,  on  remplace  J"  par  sa  valeur 

■^   -  dX^"^  dJ 


et  si  l'on  y  fait  J'^  =  -3,  J'^  =  /,  elle  se   transforme  en  une  équati( 


Ml 


liomogene 


,-,  /  3    5  dz 


intégrable  parles  métiiodes  élémentaires. 

Excniplr.  —   Cberclions  la  relation  nécessaire  et  suffisante  pour 
(pinne  équation  de  l'espèce  considérée 

dr  r,  o        .,  ., 

^  =  (•„  +  3c,  )'  +  ?,c.,y-  H-  r,  )-' 
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puisse  être  ramenée  à  la  forme  canonique 

On  devra  avoir  J  =  X-,  d'où  J'  =  2X  el 

une  nouvelle  différentiation  donne  J"  =  2.  Alors  les  équations 

.î|  _  J^  s,s^  _  J'J" 

si  ~~  'F'       7f  ~  7^ 

I'- 
donncnt,  en  remplaçant  J  el  J"  par  leurs  valeurs  '-j-  et  2, 


4 


si  2'"  s^s-, 


si  -   J'^'  si     -   J'^' 

d'où  enfin,  en  éliminant  J',  la  condition  cherchée 

s'i  -  2,935,  =  o; 
nécessaire  et  suffisante.  Comme  on  a 

f/U   _      s, 

la  condition  .y,,  =  o  avec  s.^o  est  aussi  une  condition  itéccssalrc  poui 
([ue  l'équation  puisse  être  l'éduite  à  la  forme  considérée.  Mais  celte 
condition  n'est  pas  suffisante;  car,  si  elle  est  remplie,  i'équalion  poni-ra 
se  ramener  seuliMiient  à  la  forme 

S  =  Y^'  +  X^+C, 

(',  désignant  une  constante  pouvant  être  différente  de  o. 

En  général,  la  condition  pour  que  J  soit  de  la  forme  /i  X"  est 

(rt  —  l)s\ —  llS■^S^  =;  o. 
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CpI   cxpiiiiilc  montre  bien  la  nécessité  qu'il  y  a  d'exprimer  par  une 
ii'ialion  iMiliT  1rs  deux  invarianis  absolus 


•^  ;l  •'3 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (ju'iine  écpialion  (]c  l'espèce 
étudiée  puisse  être  ramenée  à  une  l'orme  canoni(pie  donnée.  ]in  intro- 
duisant d'autres  invarianis  .y,,,  .v,,,  ...,  on  obtiendrait  des  conditions 
iK'ccssaircs,  mais  non  siiffisarilcs. 

i.   Cas  (I'iiit(''firahiJit(''.  —  i"  Le  cas  d'inté^^-abilité  le  plus  simple 
de  TcMpialion  eoiisid(''r(''e 

(3)  ^=c„^'5co-+3^,j-  +  r,r^ 


est  le  cas  où  les  coefficients  r'„,  c,,  c.,^  c^  sont  constants  (indépendants 
de  .'■  )  ou  ])euvent  être  rendus  constants  par  ini  cliangemenl  conve/iable 
de  fonction  et  de  variable  indépendante.  Si  les  coefficients  sont  con- 
stants et  si  (^-1  C3  —  c't)  est  di-lFérent  de  zéro,  l'invariant  absolu  .T  est  de 
la  forme 

(]  désignant  une  constante,  et  la  variable  canonique  X  est  donnée  par 

■^  =  C,r         ■'        ,  \  =  (,r  , 

(r  désignant  aussi  une  constante.  On  a  donc 

J  =  AX  -  (/.■  constant). 

Si,  au  contraire,  la  cpiantil(''  c,c.^  —  ci;  est  mille,  linvai'ianl  absolu  .1 
est  coiistatil.  Ainsi,  loi'scjue  l'équation  est  à  coefficients  constants,  l'in- 

xanaiit  absolu  .T  est  ou  bien  constant  ou  bien  de  la  forme  A  X   '.  Ib'ci- 
proquement,  si  ,[  est  constant,  la  forme  canonique  est  à  coefficients 
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constants,  et  si  J  est  de  la  forme  AX   ',  la  forme  caiioniijiK^ 

se  transforme  par  la  substitution 

Y  =  xh„         X,  =  logX 


en  réquation 


dont  les  coefficients  sont  constants. 

Ce  cas  d'intégrabililé  est  identique  à  celui  (jue  M.  Uooer  Liouville  a 
indiqué  sous  une  autre  forme  dans  sa  Note  du  G  septembre  i<S8().  (  lest 
ainsi  que  l'équation 

-2.  +  ny'p'u  +  6ny-pi/  +  (o„  +  i)j  £_^  +  .,^,/^  ,)  =  ,,^ 
que  M.  Roger  Liouville  choisit  comme  exemple,  se  ramène  à  la  forim^ 


si  Ton  y  fait 


^  jî«  H-  yp'  "  =  :i  Y . ,       "d^;^-  P'  "  ■ 


2°  Nous  obtiendrons  d'autres  cas  d'intéerabilité  à  l'aide  de  la  trans- 


o' 


formation  suivante.  Considérons  l'équation  dilTérentielle 

(G)  ^=A  +  B/, 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  de  x,  et  remplaçons  la  variable  /  par 
une  variable  J'  li''e  à  /  par  la  relation 

A  +  B^=^ 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  \'.  —  Tasc.  IV,  1889.  i|9 
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(jiii  donne 

A\'         .  ,   .    ,  A 

TT  1  désignant  la  dérivée  de  -jj  par  rapport  kx. 

îj'i'quation  (G)  prendra  la  forme 

(7)  Èr  =  -hy'-{i)'r' 


é(pialion  de  la  forme  qui  nous  occupe 

dy 
7/J- 
où 


c„  H-  3c,y  -I-  3c,7-  +  c,y', 


UBi'  "-'■'-        M 


Si  réipiation  (G)  est  intégrable,  Féqualion  (7J  Test  aussi  el  récipro- 
quement. 

Par  exemple,  l'équation  (G)  est  réductible  aux  quadratures  si  A  et  lî 
soni  des  fonctions  Uni'aiics  d(^  x 


A  =  ax  -h  />,         B  =  ax 


fj 


car  l'équation  (G)  est  alors  Vméairc.  On  pourra  dune  intégrei'  dans 
la  même  hypothèse  l'équation  (7),  qui  devienl 

C8)  £^^-       '       Y^ ^-y^ 

^     '  dx  a.rH-[5-^  (ax-(-p)=-^    ' 

3/>  désignant  la  constante  («^  —  Aa).  Pour  simjilificr,  faisons  le  chan- 
gement 


nous  aurons  1  équation 

7^  —  'i  -^-''-'i 


(9)  5=.V  +  3.^=. 
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On  pourra  donc  ramener  aux  quadratures  l'intégration  de  toute  équa- 
tion fie  Fespèce  considérée 


(3)  'Il 


^=c„  +  3c,K^-3r,J^  +  e,y^ 


réductible  à  la  forme  (tj).  Pour  trouver  la  condilion  qui  doit  ii<>r  les 
coefficients  c„,  c,,  c„  c,  de  l'équation  (3)  pour  qu'elle  soit  réductible 
a  la  forme  (9),  calculons  les  invariants  absolus 


si        s.  s-, 


sur  l'équation  réduite  (9).  Nous  aurons 

■S3  =  2  p5?  4-  e?,  .?,  =  1 8  e^?  +  I  j  6'»^  +  ,A^ 

.y,  =  27oe''+3i5('''-f-6oe»'-t-  e^: 
d'où 


*_îiZ  ^  ('8e*^4-  i5e^^+  i)(27oe°^+  3i5e*^+  6oe^^?+  1) 

L'élimination  de  e'^  entre  ces  deux  relations  fournira  la  condition 
cherchée  entre  les  deux  invariants  absolus  |'  ^;  en  faisant  celte  éli- 
mination, on  trouvera  en  outre  l'expression' de  U  en  fonction  desdeuv 
invariants. 

L'équation  (6)  est  encore  réductible  à  des  quadratures  si  elle  est  ho- 
ogène,  c'est-à-dire  si  A  est  constant  et  B  proportionnel  à  -, 


m 


X 


A  =  a,         B 
L'équation  (7)  prend  alors  la  forme 


dx  0:.  y         !(''    ' 
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mais  on  n'ohliciil  pas  ainsi  an  nouvcan  cas  (rinlégrabilito,  car  la  suh- 
slihiLion 

y  =  - ,  .r  =  (" 

•^  a; 

ramène  la  dernicre  équalion  à  avoir  ses  coefficients  consLanls. 

3°  Si  Ton  suppose  cjuc  A  et  B  sont  des  polynômes  du  second  degré 
en  .r, 

A  ^  a./r  -+-  bx  -\-  c,  B  =:  ax-^  +  ^x  -\-  y, 

rcc|aaJion  (  6) 

(6)  ^=A  +  B/ 

est  une  écjuation  de  Riccati;  l'équation  (7) 

(7)  £  =  -B>''-(È)'>" 

y 

pi'end  alors  la  forme 

dv  j'  f  a3o'-\-  b.v  -\-cy     „ 

On  a  donc  un  type  d'équations  de  l'espèce  considérée 
dY 


dx 


=  «37'+  3c,7-  +  3c,jK  +  c„ 


réductibles  à  une  équation  de  Riccati.   On  pourra  calcider  les  inva- 
riants ajjsolus^i  ^^  de  la  forme  (10)  en  fonction  de  x%  et,  en  ('limi- 

nant  .r,  on  aura  la  condition  qui  doit  lier  ces  deux  invariants  pour 
(pi'une  équation  soit  réductible  à  cette  forme  (10).  Un  cas  particulier 

3 
intéressant  est  celui  ([u'on  obtient  en  faisant  A^  -kx-,  B  =  i;  on 

voil  alors  que  l'équation 
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csl  réductible  à  l'équalion  de  Riccali 

— -  =  -kx-  -+-  t 
dt  2 

par  le  changement   de  fonction  j  = VirT^'   ^^  dernier  cas  a   été 

traité  par  jNI.  Roger  Liouville  {Coiiiplcs  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  ii  septembre  1887).  Il  (^sl  bon  de  remarquer 
qu'on  peut  toujours  ramener  k  à  être  égal  à  i,  en  faisant  dans  l'équa- 
tion (i  O  la  substitution 

-1  _  - 

y  =  A'' y],  X  =  k   ■''^. 

4°  L'équation  (6) 

dx  .  Ti 

dans  laquelle  on  fait 

\=-x\         B=-3A-.r-'. 
prend  précisément  la  forme  (i  i) 

_  £ ^3       •>,  ;./  ,.2 

que  nous  avons  considérée  en  dernier  lieu,  et  qui  a  été  intégrée  par 
M.  Roger  Liouville.  On  saura  donc  également  intégrer  lY'quation  (7) 


dy  _      I    3     M\\.2 

dx             B-^   "     \^)  ■^    ' 

c'est-à-dire 

dy         Y^    1           y'-* 
^  ""  tk  J^  ~~  tk' 

qui,  par  la 

substiti 

Lition 

y 

=  -?>lêri,          x=--ié\. 

devient 
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En  calculaiil  les  invariants  absolus  -4,  '-^  sur  ccUc  forme  réduite, 

•'s        ''a 

on  obtiendra,  par  rélimiiialion  de  ^,  la  relation  entre  ces  invariants 
caractérisant  les  équations  réductibles  à  cette  forme. 

Parmi  les  cas  d'intégrabilité  précédents,  les  plus  simples  peuvent  se 
résumer  comme  il  suit  :  Téqualion 

est  inléi^rable  si  o(x)  a  Fune  des  quatre  formes 

ç(.r)  =-j='  ?  (^O  =  fie"",  <^(x)  =  k.r,  ç(.r)  =  — • 

î>.   Prenons  maintenant  une  équation  difTérentielle  de  la  forme  gé- 
nérale 

/  \  ^  _  ('<>  +  "i /  +  "i.y'  +  •  •  ■  +  a„.r"  _  A(/) 

où,  connue  nous  lavons  vu,  on  peut  toujpurs  supposer 

p<Cn-i. 

Les  coefficients  «„  et  bj,  sont  essentiellement  différents  de  zéro;  le  nu- 
mérateur A( y  )  et  le  dénominateur  B{y)  sont  supposés  n'avoir  pas  de 
diviseur  commun. 

Nous  nous  proposons  de  ramener  cette  équation  à  une  forme  cano- 
nique analogue  à  celle  (jue  nous  avons  trouvée  pour  l'équation 

dV  .,  O  5  1 

Pour  cela,  faisons  d'abord  le  changement  de  fonction 

y^z  +  V(x), 

et  déterminons  Y  de  telle  façon  que,  dans  l'expression  de-r^i   il  ne 
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figure  plus  au  nuinénilcur  de  terme  en  ;""'  ;  nous  trouverons 


lia,, 


V(.r)  = 

et  Téquation  prendra  la  forme 

dz  Co  +  C|  J  +  c,z-  + . .  ■  +  c„  -,j"'"-H-  (-•„:;" 

dx  ~~  g^-\-giZ-^...^gi,z'' 

où 

f„  =  A(V)--„V',     c,  =  A'(V)-  -.Y',     r,  =  iA"(V)--,V' r„=«„, 

-„=B(V),  ^.  =  B'(V),  .■,  =  iir(Y),  ....    ^„=b,,. 


LJn  certain  nombre  de  coeffioienls  g^-,  g,,  g-,,  ■  ■  ■  peuvent  être  nuls, 

lis  gp=  bp  est  certainement  différent  de  zéro. 

Supposons  d'abord  p  <C  n  —  2\  nous  ferons  alors  un  nouveau  ehau- 


gement  de  fonction 


et  nous  déterminerons  U(op)  de  façon  que,  dans  l'expression  de  -^j 

il  ne  figure  pas  au  numérateur  de  terme  en  Y^*' . 
Nous  aurons  ainsi 

gp\j'{x-)  =  Cp,, U(.x-;,        (J  =  f-'  ''•     , 

et  Féquation  deviendra 

dY  _  '<     H-  Cp+2 \}p-^''\p+^  + .  ■ .  +  c„_,  U"-^  Y"-'  -\-  c„  U"  Y"  ^ 
II-  '^  é'o  U  +  A'i  U-  Y  -H  ...  H-  ,.:,'■„  U''  -'  \" 

Enfin  un  changement  de  variable  indépendante 

dX 


dx 


=  M(.x-) 


permettra  de  rendre  égaux  les  coefficients  des  termes  en  \"  el  \^'  des 
degrés  les  plus  élevés  au  numérateur  et  au  dénominateur  :  pour  cela, 
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il  est  nécessaire  el  suffisanl  de  prendre 


c„ 


Sp 
ou  bien,  comme  c„^^a^^  Sp^^  ^pi 

M (^)  =  ~  U"-^-' ,        ^  =  /  ^  U"-''- '  dx. 

En  divisant  le  numérateur  el  le  dénominateur  par  la  valeur  commune 
des  coefTicieuls  de  Y"  et  Y'',  on  aura  la  forme  canonique 

/      V     <l\  _  J„4- J,Y  +. .  .  +  J^,Y/'+  •  4-j^,^,Y/'+^  +  .  ■  ■  + J„_,Y"-=+  *  +  Y" 
^      ^     dX  ~  [„  +  1,  Y  4-  1,  Y-^  + . . .  -H  1,,_,  Y"''  -h  Y" 

le  signe  -jV  marquant  les  places  des  deux  termes  qui  manquent  au  nu- 
mérateur. Les  {Il  -[-  p  —  -i)  coefficients  restants 


''o?  "^il  •••1         J/JI  •'/)+2î  ••■»  "H— lii  'o((l  'l5  •••)  , 


p-\ 


et  la  variable  canonicjue  X  sont  des  in\rt/-iants  absolus  ]>our  les  chan- 
gements de  fonction  et  de  variable  de  la  forme 

(2)  J  =  Y]  U{X)  +  ('(X),  ^  =  [a(.x), 

u(x),  v(x)  et  [-«.(•/:■)  étant  des  fonctions  arbitraires  de  x.  Cette  pro- 
priété résulte  de  ce  que  la  réduction  à  la  forme  canonique  n'est  pos- 
siljle  que  d'une  seule  manière  :  on  peut  aussi  la  vérifier  comme  nous 
l'avons  fait  précédemment  (page  3G9)  pour  le  cas  simple  de  n  =  3, 
p  =  o. 

Les  dérivées  des  invariants  J,  et  I^.  par  rapport  à  la  variable  cano- 
nique X  sont  aussi  des  invariants  absolus.  Réciproquement,  tout  inva- 
riant absolu  de  Fécpiation  différentielle  (1)  est  une  fonction  des  inva- 
riants absolus  J,-  et  I;^  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  X  :  c'est  ce 
qu'on  voit  immédiatement  en  formant,  avec  l'équation  canonique,  Tin- 
variant  considéré. 

Un  cas  pari  un  lier  remarquable  auquel  s'applique  la  réduction  que 
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nous  venons  cFincliqiu'r  csl  le  cas  où /;  =  o,  c'csl-à-dire  lo  cas  d'uiir 
éf[ualioii  di'  la  I'diiik^ 

^  =  cr„  ^  a,  jK  +  a.,y-  +  a, y'  + . . .  +  a,,/", 

que  nous  avons  traité  dans   une   Note  présentée  à   rAcadéinie   des 
Sciences  dans  la  séance  du  4  juillet  i  887. 

Application.  —  Cherchons,  par  exemple,  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  qu'une  équation  de  la  forme 

rfr  _  «o+a.,y+.  ■■+«„.>•"  _  A(j)  .  . 

^  '^  dx  -  b,^b,y+. . .+  b„yP  -  B{r)         ^t  ^  ^ 

soil,  par  la  substitution  (2),  réductible  à  une  équation  analogue   à 
coefjicicnls  constants. 

D'abord,  si  les  coefficients  a,,?  '^n  •••1  ^«)  ''m  ^'n  •••'  ^'r  ^""'^  '""" 
stants,  on  voit,  en  suivant  les  transformations  eifcctuées  jioiir  arrivera 
la  forme  canonique,  que  les  coefficients  appelés 

Cl  0  1        j-i  I  )         •  •  •  1        t-i  p 

sont  aussi  constants.  Si  Cp^,  est  nul,  U(.r)  est  une  couslaiite',  X  est 
pro|)ortionnel  à  x,  et  les  invariants  J,  et  1^ 

/=  0,  I,  2,  ...,  p,p-h  2,  ...,n~i\         k  =0,  I.  2,  ...,/)  —  ! 
sont  constants.  Si  c^^.,  est  différent  de  zéro,  on  a 

'  cr  ' 


X  =  r^U"-^-'  dx  =  ?i ^^^- U"^''-' 


^p  («— /'  —  !)<;>+, 


D'ailleurs  les  invariants  J,  et  I^  sont,  en  désignant  par  C,  et  E^  des 
constantes,  de  la  forme 

J,=  C,U'-"  (/=0,  I,  2,  ...,/J,/)-H2,   ...,//-  2), 

I,=  E,U''-/'  (/V  =  0,   1,2,  ...,;,-  i). 

Journ.  lie  Mtith.  (!^'  série),  tome  V.  —  Fasc.  IV,   1S89.  ^C* 
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(loiiiiiic  L'  esl  égal  à  une  conslaiilc  uiulLipliée  par  X"   ''" 
(loue,  en  calculant  les  invariants  en  fonction  de  X, 


(H)  .),=  K,X"-''-',         I,=  L,X"-''-', 

les  Icllres  Iv,  et  I^/,  désignant  de  nouvelles  constantes.  En  résumé,  si 
['('■(jiialion  dillerenlielle  a  ses  coefficients  constants,  ou  bien  les  inva- 
riants J,  et  I/,  sont  constants,  on  bien  ils  sont  de  la  forme  (i3). 

Réciproquement,  si  les  invariants  J,  et  I^  d'une  équation  donnée  sont 
tous  constants,  la  forme  canonique  est  à  coefficients  constants;  si  ces 
invariants  sont  de  la  forme  (i3),  on  transformera  récjuation  canonique 

rt^  _  .1,,  +  .1 1 Y  +  ■  ■  ■  +  J;,  Yp  +  ^  +  J,,-HO  YP+-'  +  ■ . .  4-  J„_,  Y"-^  +  *  -t-  Y" 
c/\  ~  lo  +  1,  Y  + . . .  +  I„_,  Y/'-'  +  Y" 

en  une  équation  à  coefficients  constants  par  la  substitution 


Y^Y.X  "-'"-',         logX  =  X.. 

6.  Dans  les  calculs  précédents,  nous  avons  supposé 

/></<  — 2. 
Le  cas 

p  =z  It  —  1 

mérite  une  attention  spéciale  pour  deux  raisons  : 

i"  La  réduction  à  la  forme  canonic|ue  précédente  n'est  plus  possible, 
car  on  a  actuellement 

/^  +  I  =  //  —  I , 

et  les  termes  du  numérateur  de  degrés  (/?  +  i)  et  (/«  —  i)  cjue  nous 
avons  fait  disparaître  successivement,  pour  arriver  à  la  forme  cano- 
nique, ne  sont  plus  distincts. 

2"  (>omnie  nous  l'avons  déjà  renuirqué,  l'équation  différentielle 

dy  r/p  +  ff  1  y-  -\-  a,Y-  +  .  .  .+  rt„  )'"  ,      . 

dx  ~         6o+*i.r  +  .-.+  ^,J"  '~  (p-ii  -  -i.) 
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variable 


conserve  la  mrinc  forme  si  l'on  fait  le  changement  de  fonction  et  de 


j  -    .,,„,(.y)  +  i   '      d.r  —  i^y''^^ 

u,  V,  «'  et  u.  désignant  des  fonctions  indéterminées  de  .r. 

En  laissant  de  côté  pour  le  moment  ces  changements  de  fonction  avec 
trois  fonctions  arbitraires  u,  v,  w,  nons  nous  jjornerons  à  réduire 
réquation  diilérentielle  dans  le  cas  p  =  //  —  2  à  une  forme  canonique 
qui  conviendrait  aussi  aux  antres  cas,/?  <^  «  —  2,  et  dont  les  coeffi- 
cients seront  des  invariants  absolus  pour  les  substitutions 

j  =  Y5  «(.,;) +  i-(.r),  ^  =  ,j.(.r). 

Pour  arriver  à  cette  forme  canonique,  nous  ferons 

y  =  YU(.r)  +  V(.r),         g=M(..),, 

et  nous  déterminerons  U,  V  et  M  de  façon  que,  dans  rexprcssion  df 

-n?>  le  coefficient  de  \p-'  au  dénominateur  et  celui  de  Y'"^'  annnuK''- 

rateur  soient  nuls,  et  que  le  coefficient  de  Y''  au  dénominateur  soit  égal 
à  celui  de  Y"  au  numérateur. 

L'équation  prendra  alors  la  forme  canonique 

d^  ^  Po+P,Y-i-...+  P,,Y/'+*  +  P,,4-a'>+^  +  ...+  V" 
d\~'  Q„+Q,Y  +  ...-Hgp_2V/'---4->«--hY/'        ~' 

où  r„,  P,,  ...,  P/„  P/,+25  •••,  l^«-i;  Qo,  Qi,  •••,  Q/,^2  sont  des  inva- 
riants absolus. 

Il  serait  aisé  de  voir,  comme  nous  l'avons  fait  pour  la  forme  cano- 
nique précédemment  indiquée,  quelles  doivent  être  les  expressions  de 
ces  invariants  en  fonction  de  X  pour  que  l'équation  soit  réductible  à 
une  équation  à  coefficients  constants,  par  une  substitution  telle  que 

j  =  Y]w(.r)+r(,/;),  il  ==  a(,r). 
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IL  —  Sur  les  équations  différentielles  algébriques  et  homogènes 

PAR  RAPPORT  A   LA  FONCTION  INCONNUE   ET  A  SES  DÉRIVÉES. 

7.  Les  équations  diflércntielles,  qui  sont  algébriques  et  homogènes 
j)ar  rapport  à  une  fonction  y  de  la  variable  x  et  à  ses  dérivées  y', 
y",  ...^y'"\  partagent,  avec  les  équations  diflércntielles  linéaires  et 
homogènes,  Timportante  propriété  de  conserver  la  même  forme  quand 
on  prend  une  nouvelle  variable  mdépendante  ç  et  une  nouvelle  fonc- 
tion ■/]  liées  à  X  ci  y  par  les  relations 

u.(x)  et  u.(x')  étant  des  fonctions  indéterminées  de  x.  (Jn  pourra  donc 
étendre  à  ces  é(}uations  la  théorie  des  invariants  des  équations  dilVé- 
reiiticlles  linéaires. 

11  est  utile  de  remarquer  ([u'une  équation  différentielle  algébrique, 
nuiis  non  homogène  par  rapport  à  une  fonction  :;  ào  x  et  à  ses  dérivées 

-7^' -r-, '  •••'  l>eut  être  transformée  en  une  équation  homo<j;<:nc  d'un 
dx    cLv-  '  ^  '- 

ordre  supérieur  d'une  unité  :  il  suffit,  pour  cela,  de  poser 

-  —liL 
y  'ix 

y  élanl  une  nouvelle  fonction,  ou,  plus  généralement, 

'  \j  dx  y 

'\  étant  une  fonction  rationnelle.  On  peut  encore  poser  z  =  \y,  A  dé- 
signant une  constante  arbitraire,  puis  éliminer  X  entre  l'équation  ob- 
tenue et  sa  dérivée. 

iMilin  une  équation  dilTérenticlle  algébrique  et  homogène  entre  y, 
y\  y",  . . .,  y"  se  transforme  en  une  autre  é(|nation  homogène  du  même 
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ordre,  mais  d'un  autre  degré  en  général,  si  Ton  fait 

y  =  II'', 

p  désignant  une  conslanle  quelconque. 

Si  Ton  a  une  équation  algébrique  et  homogène 

de  degré  tn  par  rapport  à  la  fonction  j'  de  iC  et  à  ses  dérivées,  il  csl 
évident  que  tous  les  invariants  de  la  forme  algébrique  $,„  sont  des 
invariants  de  l'équation  différentielle;  car  effectuer  un  changement  de 
fonction  et  de  variable  par  les  formules 

c'est  faire  une  certaine  substitution  linéaire  sur  les  ([uantilés  y,  y', 

y",  ■■•,y"'- 

Pour  simplifier,  nous  aborderons  d'abord  l'étude  des  équations  ho- 
mogènes du  .second  ordre  et  du  second  degré. 

8.   L'é(juation  générale  homogène  et  du  second  degré  en  y.,  y\  y" 
est 

(i4)       a„y"-  +  a,/'  +  a.,y-  +  'ib,y"y'  +  2b,yy" -h  ■ib.y'y  =  o. 

les  coefficients  a,,,  a.,.,  a,,.,  />,,  b.^,  b.^  étant  des  fonctions  de  la  variable 
indépendante  x.  Ces  coefficients  doivent  être  envisagés  comme  étant 
d'un  poids  marqué  par  leurs  indices;  car,  si  l'on  fait  la  substitution 
y  =  A^Y],  :f  =  A^  Çk  constant)  en  appelant  •/]',  rj"  les  dérivées  de  r]  par 
rapport  à  ?,  l'équation  prend  la  forme 


ou 


«0  ■'"i"^  +  «:!  "l''  +  a  ,,  Y]-  4-  2  [3 ,  -ri'  ■/]'  +  2  ^,.  Tj-/]"  +  2  J^.,  Y)'  •/]  =  O 

^-0  =   '''o  !  ^- J  =  ^^'  «i  1  ^■.  ^^  '^''  f''4  7 
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d''  a  ■    d''  b 
Do  plus,  les  dérivées,  telles  que  -r^y  ~T^'  seroulde  poids  (/  +  k).  On 


a,  en  ofTet, 


d-j.,        ■.d:t,        li^fàni 
—jf  =  K-j-   —  A         -7—; 
d'  dx  d.r 


d'''X 


'Il  —  V+fçf^''"' 
d'il'    ~  dx''  ' 


Ces  mêmes  coefficients  doivent  être  reirardés  comme  étant  tous  du 
degré  i,  carie  changement  de  fonction 

r  =  -1  VA-, 

A  désignant  une  constante,  transforme  l'éfjualion  en  une  autre  dont  les 
coefficients  sont 

Aa„,     Ar/j,     Ar/.,,      kI^^,     kb.^,     k/>.,. 

i'out  invariant  de  l'équation  devra  être  homogène,  quant  aux  poids  et 
aux  degrés  de  ses  différents  termes.  Par  exemple,  le  discriminant  de  la 
forme  quadratique  ■^ 


D 


a„     />,      h.. 


l>,      a.,     b-, 
b.,     b.j     a, 


est  un  invariant  de  poids  G  et  de  degré  3.  Nous  supposons  ce  discrimi- 
nant différent  de  zéro;  car,  s'il  était  nul,  Téquation  considérée  se  dé- 
composerait en  deux  équations  linéaires  homogènes.  Nous  désignerons 
par  Ao,  A,,  A,,  B,,  B^,  B.,  les  mineurs  de  D  relatifs  aux  éléments  a„, 
«2,  «i,  b,,  b.,,  />.,,  c'est-à-dire  les  coefficients  de  la  forme  adjointe. 
Dans  l'équation 


«, 


>/"'  +  a-i/-  +  «. y- -h  2  b,y"y'  +  2  b^yy"  +  2  b^^y'y  =  o, 


faisons  le  changement  de  fonction  et  de  variahle 

d- 
y  =  Y]«/(.r),         -^  =  [i.(.r), 

u(.t)  et  [j.(.r)  étant  des  fonctions  indéterminées  de  x,  dont  les  dérivées 
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par  rapport  à  x  seront  désignées  par  «',  u!' ,  [j(.',  a".  ( convenons  d'ap- 
peler •/)'  et  Y]"  les  dérivées  de  rj  par  rapport  à  ç  :  nous  aurons  les  for- 
uuiles 

dv         dr.  ,  c/'^  y         d''-  r.  <h.      .  „ 


et 


dl-^^d^'       d^^  ~  ^' W '^  ^  7i'' 


Voù  les  formules  de  transformation 


(,5) 


y  =n 


u. 


y   =■{]   [7.M-)-  Y]H, 

y"=  -^"[1.'- u  +  ■q'dx'u  -h  ■2[xu'')  -h  r^u" . 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  et  ordonnant,  ou  aura  une 
équation 

(iG)       a„-^"-+  a.  ■/]'-  +  a.,rj-+  ■2^,-/]"7]'+  2p.-/]Y]"+  2p.,y]'y]  =  o, 


ou 


aj  =  a|,([j.'M  +  2[Ji.i/)-+  a.,[s?u-  +  2 A,  a//(a'//  4-  '-iij.//'), 
a ..  ::^  «0  m"-  -I-  a.^  u''  +  o .,  u-  +  2  />,  z/  u"  +  2  A^  «  "  u  -+-  2  ^;,  w//'. 
('7)     '1   [3,  =  r/„|x-«(u.'f/  +  ■lu.u')  +  A,  |J.-'«-, 
p2  =  (rto""+  ^1  "'  +  l>.^it)\i.-  u, 

i^ 3  =  (  ""'(i  «"  +  ^'  I  «'  +  l>-.  Il  )  (  y-'  It  +  2  [X  »' ) 

Si  l'on  appelle  D,  le  nouveau  discriminant  de  la  forme  quadra- 
tique (16),  on  aura 

D,=:  ij.'-'u'T). 

D'ajirès  les  propriétés  élémentaires  des  formes  quadratiques,  on  aper- 
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roil   immédiatciuLMil  un  second  invariant  de  réqnation  dill'ércnlielle 
dans  le  discriminant  des  termes  du  second  degré  en  y'  et  y" 

A,,  =  cioQ..,  —  b\. 

Vax  efiet,  en  appelant  (A.,),  la  fonction  analogue  formée  avec  les  nou- 
veaux coefficients 

(A,),  =  aoa2- j3;, 
on  a 

(A,),  =  |jL^/^A,,. 

Les  équations  différentielles  de  la  forme  (i4)  homogènes  et  du  se- 
cond degré  en  y^  y',  y"  se  divisent  en  trois  classes  suivant  la  façon 
dont  la  dérivée  y"  ligure  dans  l'équation.  Dans  la  première  classe  se 
trouvent  les  équations  pour  lesquelles  les  coefficients  «„  el  6,  sont 
nuls;  dans  la  seconde,  celles  pour  lescjuelles.ao  est  nul,  b^  étant  dif- 
férent de  zéro;  dans  la  troisième  se  trouvent  les  équations  dans  les- 
quelles «0  est  différent  de  zéro.  Cette  classification  se  trouve  juj<«tifiée 
par  ce  fait  que  le  changement  de  fonction  et  de  variable  que  nous 
venons  d'effectuer  transforme  une  équation  d'une  classe  en  une  autre 
de  la  même  classe. 


Par  exemple,  si  l'on  a 


^ 


on  aura  aussi 

«0  =  o,  p,  =  o. 

9.  Prenons  d'abord  la  classe  la  plus  simple,  celle  que  l'on  obtient 
en  supposant  a^  et  h^  nuls.  Le  coefficient  b.,  est  nécessairement  dilïé- 
rent  de  zéro,  car,  autrement,  l'équation  ne  serait  plus  du  second  ordre 
et  se  décomposerait  en  facteurs  linéaires.  On  a  alors  une  équation  de 
la  forme 

(1 8)  a^y-  +  a,7^  +  ^^.yy  -t-  ib,yy'  =  o, 

pour  laquelle  le  discriminant  D  se  réduit  à 
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Si  Ion  fait  le  changcineiit 

j  =  rj//(.r),  '-^  =  <^(x), 

réquation  se  transforme  en  une  autre  de  même  forme 

avec 

a^  =  fiiU.-  ir, 

a,  =  o^  //■-  +  rt .,  //'-  -+-  2 /^  w//"  +  2 l).j  ai/', 

^^  =z  a^ijL««'-|-  h.^it[ij.' a  -h  2[xii' )  -\-  l).^[j.ir. 

On  en  conclut  que 

n,_  _        D 
T.  ~        ¥i. 

est  un  invariant  al)sohi  de  Téqualion  différentielle. 
Si  l'on  fait  la  subslllulion 

l'équation  différentielle  se  réduit  à  l'équation  de  Riccali 
(19)  ib./-^^  -\-{a.,-\-  ib.,)z-  +  ib^z  +  a.,  =  o. 

Si  («2  -+■  262)  =  o,  c'est-à-dire  si  l'invariant  absolu  ~  est  égal  à  —  2, 

'■'■2 

cette  dernière  équation  est  linca'uf  du  premier  ordre.  Si  («0+  '^i>i) 
n'est  pas  nul,  on  peut,  comme  il  est  bien  connu,  ramener  l'intégration 
de  l'équation  de  Riccati  (19)  à  celle  d'une  équation  linéaiic  du  second 
ordre,  par  la  substitution 

■î  h.,        1    dl 


l  étant  la   nouvelle  fonction  inconnue.  En  particuliei',  si   l'invariant 
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absolu  ^  a  une  valeur  co/ista/itc  k  ditï'érenle  de  —  2,  on  voit  (|ue  la 
substitution 

y   ^    ^S^d-C   --    /*+^ 

transforme  l'équation  proposée  (18)  en  une  équation  linéaire  homo- 
gène du  second  ordre  :  cette  remarque  permettra  de  trouver  sous  une 
forme  simple  l'intégrale  générale  de  l'équation  (18)  dans  le  cas  où  les 
coefficients  sont  constants. 

En  résumé,  les  équations  de  la  première  classe  (18)  se  ramènent 
toujours  à  des  équations  linéaires  du  premier  ou  du  second  ordre.  Il 
est  donc  inutile  d'insister  davantage  sur  ces  équations. 

10.  Prenons  maintenant  les  équations  de  la  seconde  classe,  poui- 
lesijuellcs  a^  est  nul,  b,  étant  dillcrent  de  zéro.  Ces  équations  sont  de 
la  forme 

(20  )  a, y"-  +  a.,y-  -h  ■2l},y"y'  +  ih^yy'-h  ■^b.^y'y  =  o  (h/>.n). 
Si  nous  faisons  le  cliangement  de  fonction  el  de  variable 

Ti^quation  devient 

où,  dajjiès  les  formules  (17  ), 

'  0L2  =  (/.,  a^//-  -\-  '2l>,u.ii(ix.' a  -h  2l;.  c/'), 
I  a.^  ^  (1,1/-  -h  a.,ir  -h  ib^u" a' -\-  "i-b^uu" -\-  ih^u' a. 
(21)      >^^,=.b,^U,\ 

\  ?j  =  ( l>\  "'  -+-  ^'1  "  )  1-^'  "1 
[il,,  =  (/;,  u'  +  li.^u  )([J.'ii  -h  '2u.li')  +  (  /',  !/"  +  a.^'/' -h  b.jU  )[xii. 

Le  discriminant  est  actuellement 

D  =  2  A ,  /'.,  A,  —  a., b-  —  a .}>' . 
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et  le  discriminant  des  termes  du  second  degré  en  y'  ely" 

On  obtiendra  une  forme  canonique  de  l'équation  en  donnant  aux.  fonc- 
tions Il  et  [X  des  déterminations  particulières  U(x)  et  iM{  r)  annulani 
les  coefiîcients  ^.,  et  a^.  On  aura  ainsi 

—  /5  ■'  ''1 
U  ^       />,'         ' 

puis 

si  Ton  divise  ensuite  tous  les  termes  pour  la  valeur  du  coeflicient  [ÎJ,, 
l'équation  preudra  la  forme  canonique 

(  22)  2  Y'  Y"  +  IIY^  +  2LYY'  =  o, 

où  Y  désigne  la  nouvelle  fonction  inconnue  liée  à^-  par  la  rclalioii 

et  où  Y'  et  Y"  sont  les  dérivées  de  Y  par  rapport  à  la  variable  cano- 
nique X  liée  à  X  par  la  relation 


U   ^ 

b. 

M' 
M 

H- 

U    ~ 

a. 

dx 


M(a;),         X= /M(x-)^/.r. 
Les  coefficients  H  et  L  ont  pour  valeurs 

T    _  (6,U'-f-&,U)(M'U-h2MU')-H(/^,U"-<-ff,U'+^3U)ML' 

U'        M' 
OU,  en  remplaçant  les  rapports  tt  et  ^  par  leurs  valeurs  calculées  ci- 
dessus, 

H-- -^  T --^ 

ivFè;'  wb\' 
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1^  ('tant  le  discriminant  de  la  forme  et  E,.  l'invariant  relalit 
E,,  =  b't-h  h.,  b\  —  b^  b'-,  +  />3  />,  —  a.,  b., 

de  degré  2  et  de  poids  4- 

Comme  la  rédnction  à  la  forme  canonique  (22)  n'est  possible  que 
d'une  manière,  les  coefficients  II,  L  et  la  variable  canonique  X  sont 
des  invariants  absolus  de  l'équation  proposée  :  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de 
vérifier  directement. 

Pour  qu'une  expression  soit  un  invariant  absolu  de  l'équation,  il 
faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  fonction  de  H,  L  et  de  leurs  dérivées  par 
rapport  à  X.  On  aura,  par  exemple, 


E.„+^  étant  un  invariant  relatif  de  poids  (2/?  +  4)  qu'on  calculera  par 
la  formule  récurrente 

Ku.'.  -  bs  -^^  -("  +  ')  '^^«-.  \-â^  -^ ^— 

Cberclions,  par  exemple,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
(jue  l'équation  proposée 

î(7>  „)''>  y")  =  ''•^.)'"  +  «■•  J''  ^  --^''i/j"  +  2^'./'r  +  -^ihyy'  =  o 

admette  un  facteur  intégrant,  c'est-à-dire  pour  qu'il  existe  un  facteur 
A  tel  que  l'expression 

^?(j'/.r") 

soit  la  dérivée  d'une  fonction  de /,  y',  x,  qui  sera  évidemment  de  la 
forme 

(_)n  aura  alors  identiquement 
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faisons  le  changement  de  fonction  et  de  variable 

qui  transforme  ©  en  la  forme  canonique;  ridenlité  prendra  la  forme 

v(2Y'Y"+  HV^+  2LYY')  =  i^((;,Y'^  +  2G,  YY'+  (r,Yv); 
d'où,  en  identifiant, 

(ja  =  0,         -^  =o,         (j,  =  v; 

Gj  est  donc  constant  ainsi  que  v,  puis  on  a 

U  ''^'^4  T  /■ 


On  obtient  enfin,  par  rélimination  de  G,,,  la  condition  cherclié 


dL 


(.3)  H-^ 


dx 


(). 


Cette  condition  nécessaire  est  évidemment  suffisante  ;  car,  si  elle  esl 
remplie,  la  forme  canonique  devient 

2Y'Y"+Y=^  +  2LYY'  =  o, 

équation  dont  le  premier  membre  est  la  dérivée  de 

Y'^+LY^ 

D'après  les  valeurs  indiquées  plus  haut  pour  H,  L,  -j^,  la  condition 
(28)  s'écrit 

D  +  E,  =  o, 

relation  dont  le  premier  membre  esl  un  invariant  relatif  de  poids  6. 
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On  pourrait  de  mcmc  cliprchor  les  condilions  pour  que  réqualion 
considérée 

{■20)  a.,y"'  -h  a^y^  -\-  ib^y'y"-{-  ■2fj.,y"y -h  ib^yy'  ^  q 

puisse  être  ramenée  à   une  équation  de   même  forme  à  coefficients 
constants  par  les  substitutions 

mais  nous  laisserons  cette  recherche  de  côté,  en  nous  bornant  à  remar- 
quer que  l'on  peut  toujours  ramener  l'équation  diflerentielle  au  type 

(3)  ^  =  c„-h3c,y-h3c2r=+r3j' 

étudié  dans  la  première  Partie.  Il  suffit,  pour  cela,  de  faire,   dans  la 
foi-mi-  canonique 

2Y'Y"-+-HY^  +  2LYY'  =  ,o, 

If  changement  de  fonction 

Y  =  6'-'  s 
ce  qui  donne 

ig  =Iiz^'-t-LZ=+., 

«A  1  ' 

équation  du  type  (3)  rappelé  à  l'instant  où 


C„  =  I,  C,    --  O,  C,  =   t:,  C3  = 


H 


3'  '-'-  1 

On  peut  donc  réduire  l'équation  (20)  à  la  forme 

d\,  -  Ï.  + J' 

ne  contenant  qu'un  invariant  absolu,  fonction  de  H  et  L. 

Chaque  cas  d'intégrabilité  de  l'équation  (3)  en  donnera  un  pour 
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Féquation  homogène  du  second  ordre  et  du  second  degré  (20)  el  réci- 
proquement. 

11.   Un  cas  parliculièremenL  sim{)lc,  où  léquation 

(20)  «2 y-  -+-  a,,)-'-  -h  2  b,  y' y"  +  2  /;. y" y  -+-  2  A., yy'  =  o 

est  intégrable  par  les  méthodes  élémentaires,  est  le  cas  où  les  coef- 
ficients sont  conslants  ;  car,  en  remplaçant  y"  par  l'expression  ('"(piiva- 

dv' 
lente  _y' -7—,  on  a,  entre  j''  <)\.  y  une  équation  homogène.  Dans  ce  cas, 

l'équation  admet  des  solutions  de  la  forme 

k  désignant  une  constante  arbitraire  et  r  une  racine  de  l'équation  ca- 
ractéristique 

_/■(/■)  =^  ih,>-^  -h  (o.^-h-  ih..)r-  -+-  2  A.,/"  +  C7.,  ■=  o. 

Ces  solutions  sont  des  intégrales  particulièi-cs,  eouime  il  résulte  de  ce 
([ue  la  transformation 

y- 

donne  l'équation 


g/"  rfj- 


et  l'on  sait  t[ue  les  valeurs  constantes  u  =  r  qui  annulent  le  second 
membre  sont  des  intégrales  particulières  de  l'équation  en  u  :  ces  va- 
leurs n'annulent  pas  'ih,  u  -+-  -ib^,  car  autrement  le  discriminant  D  se- 
rait nul. 

On  vérifiera  sans  peine  le  tbéorème  suivant  : 

Si  les  racines  de  ['équation  caractéristique 

JV)  =  o 

sont  SIMPLES  C/COMMENSURABLES  et  si  te  rapport  ~  e.S/COMMENSUnABLE, 
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L'intégrale  générale  de  l'équation  est  une  relation  algéiîiuqie  entre 
("-)'  et  CV*,  C  et  C  étant  des  constantes  arbitraires. 
l'ar  exemple,  si  Ton  prend  l'équation 

rr"— 3.>y  +  2xx'  =  o, 

les  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  o,  1,2,  et  les  coeffi- 
cients des  termes  en  y"  ont  leur  rapport  commensurable  :  l'intégrale 
générale  sera  algébrique  en  y  et  e^.  On  trouve  facilement,  en  expri- 
niaul  X  et  j'  à  laide  de  la  variable  u  introduite  ci-dessus  par  la  subsli- 
lulion 

y   —-    (ySl'lij: 
3  i 

Ce^=  — -3-.        <- >  = 


L'('iiniiuation  de  u  conduira  à  une  relation  algébrique  entre  j'  et  e''  du 
genre  zéro.  On  mettra  les  expressions  de  y  et  e"^  sous  une  forme  plus 

commode  en  faisant 

2  À- 

nu  a  alors 

~  (i-t-À^)-^'         '^^  —  (n-X-^)^' 

ce  qui  donne  entre  e^  cl  y  une  équation  du  quatrième  degré.  Les  so- 
lutions particulières  y  =;  /i,  y  =  Ay?-^,  y  =  Ac^-^  sont  aisées  à  retrouver 
sur  cette  dernière  forme.  Ainsi  faisons,  par  exemple, 

X=^,         C=  =  8A(:', 

les  expressions  de  c"^  et  j^  deviendront 


^' =77^T-7îVi'      y 


2N2 


et,  pour  C  =  o, 

d"où 

y  =  ke^^. 
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12.   Prenons  maintenant  réqualion 
(  24  )        «„7"-'  +  a.,y-  +  a,y^  +  2  h, y' y"  +  2  />,^-"j'  +  2  b^yy  =  ,,, 

où  le  coefficient  «„  est  supposé  différent  de  zéro.  Si  l'on  fait  le  chan- 
gement de  fonction  et  de  variable 

récpiation  prend  la  forme 

où  les  nouveaux  coefficients  ont  les  valeurs  (17)  que  nous  reproduisons 
ici  : 

/   y„  =  ao[J.Ui-, 

<y-2  =  a^{\j:i(  +  i\xu'y  +  a.,[x-u-  +  2b,ij.i/(ix  a  +  ■i[xi/'}, 
a ,,  =  a„  u"-  -h  o.,  u'-  +  a,  ir  +  2  />,  ;/' u"  4-  2  b^  u" «  -1-  2  b^  un'  ; 

p3=  («u""H-  b,u' -\-b.,u)(\x'u  +  2[;l?/') 
-+-  (7*,  «"4-  aoU'-\r  b,,ii)^u. 

Pour  trouver,  comme  précédemment,  les  invariants  absolus  les  plus 
simples  de  l'équation,  nous  allons  la  mettre  sous  une  forme  réduite  dont 
les  coefficients  seront  des  invariants  absolus. 

Pour  cela,  nous  donnerons  d'abord  à  «  et  [jl  des  déterminations  U  et 
M  annulant  ^^  ;  nous  aurons 


M 


'  U 


MU^  =  e 


Les  coefficients  a.,  et  ^3  deviennent  alors,  si  l'on  y  remplace 


M'U  +  2MU' 

Journ.  de  Math,  (y  série),  tome  V.  —  Fasc.  IV, 
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i)ar  colle  valour ^MU, 

A^  et  B;,  désignant,  suivanl  la  convention  déjà  faite,  les  mineurs  du 
discriuiinanl  D  de  la  forme  quadratique  (24)  relatifs  aux  éléments  a., 
et  A., 

A  5  =  o„ «2  —  ^'',  '         1^3  =^  ''(  ^'2  ^  '^(1  '^1  ■ 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  l'invariant  A,,  est  égal  à  zéro 
ou  difl'érent  do  zéro. 

15.   Supposons  d'abord  A,  différent  de  zéro.  On  jiourra  alors  dé- 
terminer U  de  façon  à  annuler  [ilj,  ce  qui  donne 

U  =  /^"'- 

el,  par  suite, 

enfin,  en  appelant  X  la  variable  canonique 

X  =  /M  dx 

et  Y  la  fonction  correspondante  liée  à  y  par  la  relation 

r=YU(a;),    ■ 

on  a,  après  avoir  divisé  tous  les  termes  par  a„,  la  forme  canonique 

(2,1)  Y"^  +  lY'^  +  .TY^  +  2lvYY"=o 

avec  trois  invariants  absolus  I,  J,  K.  Ces  invariants,  étant  calculés  à 
l'aide  des  valeurs  précédentes  de  U  et  M,  ont  les  valeurs 

<M-^'  «„M*A;'  '^~M^\?' 
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OÙ  les  numérateurs  sont  les  invariants  rdalils 
A,  =  a„a,~ù% 

^6  =    


f'o 


:  —  A,  B.  +  A ,,  -7-^  —  B,  -j-^, 

■'  '     -  '  du-  ■"  dx 

l'expression  de  S,2  résulte  immédiatement  de  cette  remarque  que  le 
discriminant  de  la  forme  canonique  est 

l(J-Iv^). 

L'invariant  relatif  A,  est  de  poids  2,  S^  de  poids  G,  S,,  de  poids  12. 

Si  l'on  affecte  de  l'indice  i  les  valeurs  des  quantités  précédentes 
composées  avec  les  coefficients  a^,  a,,  a,,,  [3,,  p^,  ^3  du  Tableau  (17) 
et  la  variable  ^,  comme  les  quantités  elles-mêmes  sont  composées  avec 
a„,  a.,,  «i,  bf,  b.,,  b^,  et  la  variable  ;r,  on  a 

(  a„  ) ,  =  «0  a*  «  - ,         (  A  s  ) ,  =  A ,,  ij."  a  " ,  D ,  =  D  |j.«  tt" , 

La  variable  canonique 

X  =  [M  dx 

est  aussi  un  invariant  absolu;  on  a 

X,  =  /'M,  rf^=  fMdx  =  \. 

Toute  fonction  de  I,  J,  K  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  X  est  un 
invariant  absolu  de  l'équation,  et,  réciproquement,  tout  invariant  ab- 
solu de  l'équation  est  une  fonction  de  I,  J,  K  et  de  leurs  dérivées  par 
rapport  à  X. 

14.   Il  serait  aisé  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 


loi  p.     -VPPELL. 

|jour  que  Fôqualion  soit  réducliblo  à  une  aulre  de  nièuic  foiuue  à  coeffi- 
cienls  conslanls,  ou  pour  qu'elle  adineLle  un  facteur  intégrant.  Nous 
chercherons,  pour  traiter  un  autre  cas  d'intégraljiUté,  quelles  relations 
doivent  lier  les  trois  invariants  I,  J  et  K  pour  que  Tintégrale  générale 
puisse  se  mettre  sous  la  forme 

(2G)  y  =  li-ity  4-  hku.,  +  A- W3, 

h  et  k  désignant  deux  constantes  arbitraires,  et  «,,  //o,  ?/;,  des  fondions 
de  X  linéairement  indépendantes. 

On  reconnaîtra  immédiatement,  à  l'aide  du  théorème  suivant,  si  une 
('•([ualion  donnée  admet  une  intégrale  générale  de  la  forme  (2G). 


Pour  qu  une  équalioii  différcjilu'.lL 


=  a„y"-  -\-  a.,y''-  -\-  «■,/'■+  2/;,  >''j'"-f-  ■ih.,y"y  -t-  -ih-^yy'  =  o 

(til  pour  intégrale  géncrab' 

y  ^  /i^  u ,  -\-  Iihu.2  +  k'  "3 , 

//,,  //o)  "3  désignant  des  fonctions  ilc  ,/■  linéaircnimt  indépendantes, 
Il  cl  k  des  constantes  ai-bitraires,  il.  faut  cl  il  su /fit  f/u  il  criste  une 
fonction  X  de  ./;,  telle  que  l'expression 

soit  déconiposahle  en  un  produit  de  facteurs  linéaires  par  rapport 
à  y  et  à  ses  dérivées. 

L'un  de  ces  facteurs  sera  linéaire  et  liomogène  e/i,y,y',y",y"'  :  en 
l'égalant  à  zéro,  on  aura  une  équation  linéaire  ayant  pour  inté- 
grales Uy.,  «2,  W3;  l'autre  f acte ui-  sera  linéaire  et  liomogène  en  y, 
y,  y":,  en  l'égalant  à  zéro,  on  aura  une  équation  linéaire  donnant 
des  intégrales  singulières  de  l'équation  donnée  '.p  r=  o. 

(^■omme  ce  théorème  est  indépendant  du  choix  de  la  fonction  et  de 
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la  variable  dans  réquation  '\'(y,y,y")  =  o,  on  peut  cliani^x-r  ilo  i'onc- 
lion  et  fie  varial)lc  en  posant 

y  u, 

y,  désignant  la  nouvelle  fonction  et  x^  la  nouvelle  variable;  on  aura 
alors,  en  faisant 

"i 

«3 

une  équation  dillércntielle  ayant  pour  intégrale  générale 

Zf  désignant  une  fonction  de  ./:,.  En  supprimant  l'indice  i,  on  voit 
qu'on  peut  toujours  ramener  nne  équation  de  Tespèce  considérée  à 
avoir  pour  intégrale  générale 

(26')  j^A^r  +  AA-,r  +  A% 

z  étant  une  fonction  de  x  dont  les  dérivées  par  rapport  à  x  seront  ap- 
pelées :;',  r",  :■'".  En  différentiant  deuv  fois  l'équation  ('-iG'),  puis  élimi- 
nant A  et  A,  on  obtient  l'équation  dillérentielle 

'Hro^'^y") 
=  -  (-■"y~^'y"y  +  y"[="(y  -  ^y')  -  .r"(-  -  ^-')l  =  •>• 

Dans  cette  équation,  les  coefficients  de  y"-,  y'-,  y' y"  sont 

«„=  —  z''^  —  z  -\-  xz\ 


Pour  que  le  coefficient  a„  fût  nul,  il  faudrait 
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équation  de  Clairaut  qui  donne,  par  la  différentiatiou, 

—  iz'z" -{-  xz"  =  o 
ou 

A,  ^=  o. 
On  a  alors,  ou  bien 


'I 


z"  ^  o,  r'  =  c         el  z  =:  ex  —  c, 

ou  iiicn 

—  2Z+a'  =  o,  r=y-. 

On  ne  peut  pas  avoir  :;  =  ex  —  c"^,  car  les  fonctions  ;,  a;  et  i  qui  for- 
ment les  coefficients  de  /r,  Jik  et  A"  dans 

y  ^  h' z  -\-  hkx  +  A' 

ne  seraient  plus  lincairement  indépendantes  ;  on  ne  peut  pas  avoir 

r  =  V'  car  alors  on  aurait 

4 


y  =  {h^-^k)\ 


et  j)--  serait  le  carré  de  l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire  : 
l'équation  dilTércntielle  en  y,  '^{y,)^' iY")  =  o,  serait  alors  de  la  pre- 
mière classe,  caractérisée  par  aa=  b,  =  o,  et  l'on  relombcrait  dans  un 
cas  examiné  en  détail  (p.  3r)3). 
Dans  notre  équation,  l'invariant 


a  pour  valeur 


A  ,  =  Oj  «2  —  b^, 


A.  =  .-(.-f), 


et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  cet  invariant  n'est  pas  nul. 
Cela  posé,  on  vérifie  immédiatement  l'identité 

g  -2:^^\>  =  (zy"'-y"z"')[2y"{xz'-  z  -  z'^)  +  y'z"(2z' ~  x)  +  yz"]:, 
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ce  (jiii  montre  que,  conformément  à  la  première  partie  du  théorèinc. 
l'expression 

se  décompose   en   deux   facteurs  linéaires   en  y,  y',   y",   y"'    pour 
X  =  2  ^  •  L'un  de  ces  facteurs  égalé  à  zéro, 

^"y"-j"-"'=o, 

donne  une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  admettant  pour  inté- 
grales linéairement  indépendantes 

le  deuxième  facteur,  dont  la  valeur  est  -p^,,  égalé  à  zéro, 

(27)  iy"{xz'  -z-  z'-)  ^y'z'\-iz'  -  x)  -^  yz"  =  o 

donne  une  équation  linéaire  du  second  ordre  adnieltaul  comme  inté- 
grales particulières  des  intégrales  singulières  de  l'équation  i]^  =  o. 
Nous  avons  ainsi  démontré  que,  si  l'équation  différentielle 

-\-  2.b,y'y"-{-  ib^yy  ■+-  "îb-^yy'  =  o 
a  pour  intégrale  générale 

(2G)  y  —  /ru, -h  hkii^ -+■  A" u^ , 

l'expression 

dx 


^•^        -j,,! 
^-'^f 


est,  par  une  détermination  convenable  de  X  en  fonction  de  x,  décom- 
posable  en  un   produit  de  facteurs  linéaires  et  homogènes  en  y,  y' . 

y",  y": 

Réciproquement,  si  l'on  peut  trouver  un  facteur  A,  tel  que 
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i'  el  ()  étant  linéaires  et  homogènes  en  y,  y',  y",  y'",  l'équation  ^J;  =  o 
auia  pour  intégrale  générale  une  expression  de  la  forme  (26).  En  etTet, 

d'il 
Tun  des  deux  facteurs  P  et  Q  contiendra  seul  y'",  puiscjue  ■-—  contient  y'" 

au  premier  degré.  Supposons  que  le  facteur  P  contienne  seul  y'"  :  alors 
l'équation 

P  =  o 

sera  une  équation  différentielle  linéaire  el  homogène  du  troisième  ordre 
ayant  pour  intégrale  générale 

y=  C,i',  +  C,r,  +  CjCg, 

C,,  Co,  C3  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si,  dans  Tidenlité  (28),  on  remplace  j)^  par  cette  expression,  on  a, 
quelles  que  soient  les  constantes  C, ,  C^,  C3, 

^  -  k^  =  0,         ^  =  GcJ-^"-, 

(^  étant  une  constante,  fonction  de  C,,  C^,  C3, 

C    =    Cp(C,,     Cn,    C3). 

Cette  fonction  (p(C,,  Cj,  G,)  est  une  fonction  homogène  et  du  se- 
cond degré  de  C,,  C^,  C3;  en  effet,  si,  dans 4a  forme  quadratique 

on  fait  la  substitution 

y=  e,(',  +C.A\,+  C3C3, 

on  obtient  évidemment  une  forme  quadratique  de  C, ,  C^,  C3  ;  en  outre, 
le  discriminant  de  la  forme  <|i  étant  supposé  différent  de  zéro,  il  en  est 
de  même  du  discriminant  de  ç(C,,  Co,  C3).  On  pourra  toujours  rem- 
placer C,,  C2,  C3  par  trois  autres  constantes  K,,  K,,  K3,  liées  à  C,, 
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Cn,  C3  par  des  rela lions  de  la  forme 

C,  =  y.,,K,  -h  a,,K,  +  c/.,,K,, 

C3=  a3,K,  +  a3,K,-i-a,,,,lv3, 

les  y-ij  étant  des  constantes  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  de  telle 
f'aeon  (pie  la  forme  quadratique  ç(C,,  Co,  C, )  prenne  la  forme  n''- 
duile 

K ,  K ,  -  K^  ; 
l'expression  de  >', 

y  =  C,i\-hC,r,  +  C,i-, 
deviendra  alors 

y  =  K,  z/|  -+-  K^  i{.^  -+-  Kj  ?/ ,, 
si  l'on  pose 

l'i  =  «./'"!  +  a2,('2 -H 'y-3/^:>,       ('  =  i'  '^^  ^); 

et  l'on  aura  identiquement,  quelles  que  soient  les  conslanles  Iv,, 
K      K 

'\>(y,y,y")  =  (K,K,-Kiys-^"-^. 

Si  l'on  fait,  en  particulier, 

K,  =  /;%         K,^/ik,         K,  =  k\         Ivjv, -K;;=o, 

011  voit  que  l'expression  * 

y  =  h-  w,  -h  /*/>7/o  +  A"-  «j 

est  une  solution  de  l'équation  <\/(y,  y',  y")  =  o  avec  deux  constantes 
arbitraires  h  et  A  :  c'est  donc  l'intégrale  générale. 
Si,  dans  l'identité 

on  prend  le  second  facteur  Q  pour  l'égaler  à  zéro,  on  a  une  équation 
linéaire  du  second  ordre  dont  l'intégrale  générale  est 
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H',  et  gr,  dcsiyiiaal  des  coiisLanles  ail)ilraircs.  Va\  ri'inplaçaiil  y  par 
(•elle  valeui'  dans  ridenlilé 

on  a 

(i  t'iant  une  fonction  homogène  cl  du  second  degré  de  g,  cl  g.^ 

G  =  T;y(g,,g,). 
Si  donc  on  établit  entre  g,  et  gn  la  relation 

<jui  fournit  en  général  deux  valeurs  pour  le  rapport  '^>  la  fonction 

y  =  g,y,~hg^y.     ■ 

sera  une  solution  de  l'équation  '|(  y,  y',  y")  =  o;  on  obtient  ainsi  des 
intégrales  singulières,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier  sur  l'équation  ré- 
duite de  la  page  4o5,  admettant  pour  intégrale  générale 

y  —  h-  z  ■+-  hkx  +  k- . 

Ces  intégrales  singulières  se  déduisent  de  l'intégrale  générale  par  les 
méthodes  connues;  nous  les  indicjuons  plus  loin  (p.  4i/iV 

Le  théorème  précédent  peut  être  étendu  à  des  écjuations  de  tous  les 
ordres  et  de  tous  les  degrés,  comme  nous  l'avons  montré  dans  une 
\ote  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  le  12  novembre  1888. 

Exemples.  —  L'équation 

(  2())  'ix-y"-  -  3 r"( 3^y  +  7)  4-  4y  =  o 

a  pour  intégrale  générale  l'expression 

r  =  Irx'-  4-  likx  4-  A-, 
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vérifiant  l'équalion  y"=  o,  oL  pour  inlcgrales  singulières  los  expres- 
sions 

3  ^2^'3  3  —  i/i 

y  =  g\x    '     ,  y=g-2-V    ■'     , 

vérifiant  Féquation  du  second  ordre 

3  x-y"  —  3  xy'  —y  =  o. 
L'équalion 

y"'(2.x-  —  c)x^)-\-  6x(6j7  —  j)y'y" -^  ^yy'  ~  3(Kty'-  =  o 

admet  l'intégrale  générale 

y  =  Irx'  -+-  hkx  +  k- 

vérifîant  l'équation  du  troisième  ordre 

xy^'"  —  y"  =  o 

et  les  deux  intégrales  singulières 

y  =  gx  \]l\x  —  I  e'-'    *■""-'"  '  ■' , 

vérifiant  l'équation  du  second  ordre 

y" {'2.7:'^  —  ç)X^)-\-  d)x{Ç>x  —  ï)y'  -\-  '^y  =  o. 

lo.  Indiquons,  pour  terminer,  cjuelles  conditions  doivent  remplir 
les  invariants  I,  J,  K  pour  qu'une  équation 

a^y"-  +  a.,y'-  +  a.,y-  +  o.b.y'  y"  +  -îh^fy  +  2/^,7/=  o, 

où 

«o<o,         A,,>o, 

admette  une  intégrale  de  la  forme  précédente 

y  =  II-  II,  -+-  hkit.,  +  h- 11.^. 
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Cette  équation  étant  ramenée  à  la  forme  canonique 

$  =  Y'^  +  1 Y'^  +  J  Y^  +  2KYY"  =  o, 

où  la  variable  indépendante  est  X,  nous  désignerons  par  F,  .]'  cl  K'  les 
dérivées  de  I,  J,  K  par  rapport  à  X. 

Va\  désignant  par  X  une  fonction  de  X,  on  a  identic|ucment 

^  -  A'I>  =  2  Y"Y"'+  2KYY'"-  XY"^  +  (['-  Al)Y'^  +  (J'-  aJ  )Y-^ 
+  2(1  +  K)Y'Y"+  2(K'-  aR)YY"+  2JYY'. 

11  faul  exprimer  que,  pour  une  détermination  convenable  de  A,  celte 
expression  se  décompose  en  un  produit  de  facteurs  linéaires  de  la 
forme 

2(Y"'+  aY"+  pY'  +  yY)(V"+  oY'+  eY). 

En  identifiant  les  termes  en  Y",  on  trouve  immédiatement 

0  =  0,         t  =  K, 

puis,  en  remplaçant  0  et  z  par  ces  valeurs, 

2  7.  =:-X,         1'— Al  =  o,         J— Aj  =  2yK,         I-+-K  =  p, 
K'-XK  =  7  +  aK,         J  =  Kp. 

Lélimination  des  indéterminées  X,  a,  p,  y  donne  les  deux  conditions 

J-K-=Ilv,         I(J'-2KK')=r(J-  K\), 

dont  la  seconde  s'écrit 

J'— 2KK'        l' 


J  -  K-     ~  I 
cl,  en  intégrant, 

J  -K-  =  IC, 

C  désignant  une  constante  En  égalant  ces  deux  valeurs  de  J  —  Iv-,  on 
a  la  condition 

(K~C)I  =  o, 
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(]ui  donne 

('io)  I  =  o,  J  — K-  =  o, 

ou  bien 

(3t)  K  =  C,         J=C=  +  CI. 

Les  premières  conditions  (3o)  ne  peuvent  pas  être  remplies,  car  elles 
expriment  que  le  discriminant  de  la  forme  canonique  est  nul.  Les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  Féqualion  ait  une  intéij'rale 
générale  de  la  forme  indiquée  sont  donc  les  deux  conditions  (3i  ).  Si 
ces  conditions  sont  remplies,  on  a 

I'  I'  CI' 

x=Y'      1^- =  — ï'      y  =  — T'      S  =  I -t- c. 

1  2  1  '  2  I  ^ 

L'équation  du  troisième  ordre  qui  sert  à  trouver  l'intét^rale  i^'énérale 
est  alors 

Y'"  -  -^  Y" 4-  (I  4-  C)  Y'  -  ^  Y  =  o, 
2I  ^  ^  2I  ' 

et  celle  du  deuxième  ordre  qui  donne  des  intégrales  singulières 

Y"+CY  =  o, 

dont  l'intégration  est  immédiate. 

Ainsi,  lorsqu'une  équation  homogène  du  second  degré  en  y,  y',  y" 
admet  pour  intégrale  générale 

y  =  A?  ;/,  -I-  hkii^  -+-  k-  «3, 

h  et  k  étant  des  constantes  arbitraires,  la  transformation  qui  ramène 
cette  équation  à  la  forme  canonique  ramène  en  même  temps  l'équation 
linéaire  du  second  ordre  donnant  les  intégrales  singulières  à  la  foinie 
immédiatement  intégrable 

Y"+CY  =  o. 
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Oïl  vérifiera  sans  peine  que,  si  Ton  substitue  l'intégrale  générale  de 
relie  équation 

dans  l'équation  canonique,  on  trouve 

de  sorte  que 


o  I02—    "l 


seront  les  deux  intégrales  singulières  de  l'équation  canonique. 

Appliquons  ce  résultat  à  l'équation  formée  précédemment  page  4o5 

(32)  -  y"(:'"-  +  ;  -  ■rz')  +  y"y'z"{iz'  -  x)  +  yy"z"  -  y' z'"  =  o, 
•  jui  a  pour  intégrale  générale 

y  =  II-  z  +  hkx  +  k- 

el  qui  admet  deux  intégrales  singulières  vérifiant  l'équation  linéaire 
du  second  ordre 

(33)  -  ■2y"(z'-+  z-xz')  +  y'z"('2z'-j-)+z"y  =  o. 
Nous  verrons  qu'en  faisant 

y.  =  z--j,        ^  =  z'  +  z~xz' 

on  a,  pour  l'expression  des  intégrales  singulières  de  l'équation  (  ^2), 

,,  J     et  .,  ^   „    .L^n    2j     a 


y  =  4'- 1  y/a f ■  "^    "     ",  y  ^  g .,^ olC   ■'■ 


? 


gi  et  g.,  désignant  des  constantes  arbitraires.  On  obtiendrait  immé- 
diatement ces  deux  intégrales  en  cherchant  les  solutions  communes 
aux  équations  (32)  et  (33).  L'élimination  de  y"  entre  ces  deux  équa- 

y' 
tions  donnera  deux  valeurs  pour—  :  les  valeurs  correspondantes  dcj>' 
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sont  celles  que  nous  venons  d'indiquer;  on  vérifiera  qu'elles  sulisl'ont 
bien  au\  deux  équalions. 

16.   La  forme  canonique  précédente  trouvée  pour  léqualiou 

a,i  y"-  -+-  a.,y'-  -+-  a,,y-  -h  ^b^yy"  -h  2b.,y"y  -+-  -ih-^yy  =  o 

a  été  établie  dans  Fliypothèse  cjuc  «o  et  A,,  =  a^^a., —  b\  sont  diU'érents 
de  zéro.  Voyons  ce  cjui  arrive  si  Aj^o.  Alors  on  pourra  toujours 
faire  un  changement  de  fonction  et  de  variable 

r  =  YU(.r),         '^  =  M(.r), 

de  façon  à  annuler  le  terme  en  Y' Y"  :  on  trouve  ainsi  (p.  /joi  ) 

M  U  «0 

Comme  nous  l'avons  vu  à  l'endroit  cité,  le  coefficient  a_.  de  Y  -  se 

I\!-U- 
réduit  alors  à  — A,,  c'est-à-dire  à  zi'j-o,  et  le  coefficient  [^3  de  ^  Y' 

devient b,. 

La  (juantité  B3  n'est  pas  nulle  :  car  on  a  identiquement 

AoA, -B^  =  a„D; 

comme  A,  est  nul,  si  B3  l'était  aussi,  on  aurait  D  =  o  et  le  premier 
membre  de  l'équation  dilTérenticllc  se  décomposerait  en  facteurs  li- 
néaires. On  pourra  alors  déterminer  M  de  façon  à  rendre  le  coefficient 
7.„  de  Y"-,  dans  l'équation  en  Y,  égal  au  coefficient  pj  de  2  W  '  :  on  a 
ainsi,  d'après  les  expressions  (17)  de  la  page  4oi,  où  l'on  remplace  a 
et  [j.  par  U  et  M, 

aoM"U^  =  -^-]^B3, 


«5 
Puis  on  a 
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En  divisant  tous  les  termes  par  oi„  =  a^M^U-,  on  ramène  ainsi 
réquation  à  la  forme  canonique 

Y'^  +  PY^  +  2QYY  "  +  2  Y  Y'  =  o, 

avec  deux  invariants  absolus  P  et  Q  dont  l'expression  est  facile  à 
former.  La  variable  canoni(|ue  X  est  aussi  un  invariant  absolu.  Tout 
invariant  alisolu  de  l'équation  est  une  fonction  de  P,  Q  et  de  leurs 
dérivées  par  rapport  à  X  et  réciproquement. 

Il  serait  aisé  do  trouver  quelles  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
doivent  remplir  les  invariants  P  et  Q  pour  que  l'équation  soit  réduc- 
tible à  une  autre  à  coefficients  constants  ou  admette  un  facteur  intégrant. 
Mais  je  laisse  de  côté  cette  question,  qui  se  traiterait  comme  les  ques- 
tions analogues  précédentes,  pour  ajouter  quelques  remarques  sur  les 
équations  homogènes  du  second  ordre  et  du  second  degré  à  coefficients 
constants. 

17.   Lorsque,  dans  l'équation 

a„y"'^-h  a,y'--\-  a,,y-+  2b,y'y"-h  ib^/'y  +^  'ib^yy'=o, 

a'o,  a.,,  a,,,  b,,  b.,,  b^  sont  constants,  (ao^o),  l'intégration  de  l'équa- 
tion   se   fait    par  les   méthodes  élémentaires   en   remplaçant  j"   par 

y'-^,  ce  qui  donne  une  équation  homogène  entre  y  et  y'.  Il  existe 

alors  des  solutions  de  la  forme 

y  =  A-c'-% 

k  étant  une  constante  arbitraire  et  /■  une  racine  de  l'équation  caracté- 
ristique 

/(/•)  =  f/„/-''  +  2/>,/-'  +  («2+  ibo)'--  -h  ib^r  +  a.,  =  o. 

Parmi  les  solutions  ainsi  obtenues,  les  unes  soni particulières,  les 
autres  singulières,  tandis  que,  dans  le  cas  de  ap  =  o  examiné  précé- 
demment, elles  sont  loulcs particulières.  C'est  ce  qui  résultera  d'un 
exemple  que  nous  allons  donner. 
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Si  les  coefficienls  f/oi  (^-i-,  (^\i  ^'^i  ^'21  ^3  sont  de  la  forme 

«„  =  (a;  —  a)*aj,  a.^  =  (x  —  a)-y..,,         a,  =  a,,, 

A,  =(.r_r/)^3,,         b,  =  (x-ay!^,,         b,  =  (x  -  a)!^„ 

où  a,  a,,,  a^,  a.,,  p,,  (i,,  [ij  sont  dos  constantes,  on  ramènera  ce  cas  an 
précédent  par  le  changement  de  variable 

X  —  «  =  c^'. 

L'équation  admettra  alors  des  solutions  de  la  forme 

y  =  /î(x  —  ay\ 

r  étant  racine  de  l'équation 

o(r)  =  a„7--(r  —  i)-+  a,r-+  a..  +  -ijï, /■=(/•  -  i) 

+  2por  (/•  —  I)  +  a|ïl;,/'  =  o. 

Certaines  de  ces  solutions  sont  particulières,  d'autres  .y//^  4-7/ //(''/ v.'?.  Par 
exemple,  l'équation  (29) 

3x^y"^  —  2Jk"(3  xy' -h y)  -+-  4/'"  =  "> 

déjà  examinée  à  la  page  4io»  rentre  dans  cette  catégorie  :  elle  admet 
des  solutions  de  la  forme 

y=kx'-, 
r  étant  racine  de  l'équation 

o(/-)  =  3r^(r  -  i)-  -  ■2r(r  -  i)(3/-  +  i)  +  4/-=  =  o. 

Cette  équation  du  quatrième  degré  a  pour  racines 

3  +  2  v/3        3  -  2  \/3 


Comme  l'intégrale  générale  est 

y  =  /rx^  -+-  hkx  +  A- , 
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on  voil  (iiic  les  valeurs  /•  =  o,  /•  =  2  doniiciil  dos  iulégrales  parlicu- 
lici-es  correspondanl  à  li  =  o,  /.  =  o,  laiidis  ([iic  les  valeurs 

3  4-2  v'3  3-2  v/5 

(li)iineuL  des  iuléij;i'ales  si/is^i/lic/cs. 

(>es  conclusions  jieuvenl  être  étendues  aux.  é(jualions  homogènes 
d'ordre  et  de  degré  sujiéi'ieur  à  coefficienis  conslauls. 

18.   Une  é(jaali(jn  homogène  du  second  ordre  de  degré  n,  ne  con- 
lenanl  1  "  (juau  premier  degré,  c'est-à-dire  une  équation  de  la  forme 

(34)  ./'*«-.  (v.jO^U^.O-,/), 

où  (]>„_,  el'ï',,  désignent  des  fonctions  homogènes  de  y  cl  y'  de  degrés 
/)  et  «  —  I,  se  ramène  à  une  des  équations  étudiées  dans  la  première 
partie,  par  la  substitution 

y    —  (  , 

(|ni  donne 

du         >r„(i,  //)  —  ;zM'„_,(i,  ri) 


(1^) 


dj:  *«-i(i,  «) 


S 


On  pourra  réduire  cette  équation  à  la  forme  canonique  indiqué(^  dans 
la  première  Partie  et  reconnaître,  comme  nous  Favons  vu,  si  elle  est 
réductible  à  une  équation  à  coefficients  constants,  parles  substitutions 
enqtloyées  dans  cette  première  Partie. 

f^orsquc  les  coefficients  de  Téquation  (34)  sont  constants,  l'équation 
(■^5)  donne  r  en  u  par  une  cpiadrature,  puis  l'équation 

\ogy  ^j'i  'f"' 

donne  log  r  en  u  [lar  uik.'  (piadralure  portant,  comme  la  précédente, 
sur  une  fonction  rationnelle.  L'équation  (34)  admet  alors  des  inté- 
grales partii-iilirrcfi  de  la  forme  Ac'-^,  /■  étant  racine  de  ré(|uation 

^r„(  1,7-)- '"'K-,(', '■)  =  »• 
On  étendrait  aisément  à  ce  cas  le  théorème  de  la  [lage  J99. 


INVARIANTS    DE    QUELQUES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  /|  l() 

Si  Ion  a.  une  cqualion  homogène  du  second  ordre  de  degré  /i  >  y.  à 
coefficients  constants,  contenant  y"  à  un  degré  plus  élevé  (jue  le  pre- 
mier, elle  admet  encore  des  solutions  de  la  forme  Ae'''",  mais  ces  solu- 
tions peuvent  être  singulières.  Ainsi  rétjuation 

iy"y  ~  y^  )' + j' iy"^  —  y''  )  =  ^ 

a  [jour  intégrale  générale 

C  et  a  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  pour  intégrales  sinmi- 
licres 

y  =  /'«■^,       y  =  /'"<'"■"• 

19.  Une  classe  importante  d'équations  homogènes  se  compose  des 
équations  dont  rinlégrale  générale  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/o/'x  ,, C,(/,-t-  C,«,-f-. .  .-t-  C„ii„ 

OÙ  c,,  Clo,  ...,  C„,  G,,  Go,  ...,  G^  désignent  des  constantes  arhi- 
liriires,  a^,  u.^,  ...,  «„  des  fonctions  linéairement  indépendantes,  c,, 
V.2,  ...,  ip  des  fonctions  linéairement  indépendantes;  cette  expression 
dey  est  donc  le  quotient  de  Tintégrale  générale  d'une  certaine  équa- 
tion différentielle  linéaire  homogène  d'ordre  n  par  l'intégrale  générale 
d'une  équation  différentielle  linéaire  homogène  d'ordre/?.  L'équation 
différentielle  en  >',  obtenue  par  l'élimination  des  constanlcs 


C|,     Co,     ...,     G„;         G,,     G^,,     ...,     G 


/'• 


sera  d'ordre  (n  +  p  —  i),  homog-ènc  et  de  degré  /?;  la  transformée  en 
-  sera  homogène  et  de  degré ^. 

Pour  le  montrer,  faisons  j'  =  -,  l'expression  (36)  donnera 

Gi^/P,  -f-  GoMC.  -h.  .  .-1-  GpUVi,—  C,  PM,  —  CaCMj  — .  .  .—  C„PM„=  o. 

En  différentiant  cette  équation  {n-\-p  —  \)   fois  et  éliminant  les 
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coiislaiiLcs  arlMlraircs  entre  les   (// -h  p)  équations  ainsi  formées,  on 
(iblicnl  réciualion  différentielle  cherchée 


(37) 


(I-  in\ 


f/  in:, 
dx 

dx- 


d"+i>-^in\      d"+''-'in\. 


UVp 

di/Vp 


(7/, 

d  viif 

d-vii^ 


il/., 

di'ii, 
dx 

d'-vu, 
dx- 


dvUn 

dx 

d-  rii„ 
dx^- 


dx"+i'-^         dx"*i—' 


d"+i-Un'p     d"+P-U'ii,      d^-^i'-^iu,  d"+i'-'^  vun 

dx"+i'-^         dx"^'"'^         dx"*i'-^      '  '  '       dx"^''-^ 


On  reconnaît  (|ne  cette  é(]ualion  est  d'ordre  (11  -+-  p  —  i)  par  rapport 
à  u  et  c;  elle  est  honioj;ène  et  de  degré  p  par  rapport  à  a  et  à  ses  dé- 
rivées, homogène  et  de  degré  11  par  rapport  à  c  et  à  ses  dérivées.  Si  Fou 
fa  il  r  =  I ,  on  a 

et  si  Fon  fait  ^/  =  i ,  on  a 

e  =  -> 

y 

e(^  (pii   démontre  la   proposition  énoncée  ci-dessus  relativement  aux 
écjualions  différentielles  en  y  et  en  -• 
Soient 


(38 


a., 


d"  a  _ 
di'\'   _  çj    di"U'         f    di'--  r 


du 


^«-s:ï  +  ^-«"' 


r<   n 


'•  ■  •+  t^/'-i  TFr  +  r'p^ 


les  équations  différentielles  linéaires  admettant  pour  intégrales  géné- 
rales, la  première 

C|  II,  -4-  C.Wo  -+- . .  .-f-  (\i/„, 
la  seconde 

G,r,  +  Vi.,v.,  ■]-... -^  <v,iV- 

L'équation  ('37)sera  vérifiée  si  l'on  ymetpour  u  et  pies  fonctions  les 
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plus  générales  vérifiant  les  équations  (38);  à  l'aide  de  ces  é(|uali()ns, 
on  pourra,  par  différcntiation,  exprimer  toutes  les  dérivées  de  a 
d'ordre  supérieur  à  {ri—  i)  en  fonction  linéaire  homogène  de  //  iM  de 
ses  («  —  i)  premières  dérivées;  on  pourra  de  même  exprimei'  loiiles 
les  dérivées  de  c  d'ordre  supérieur  à  (p  —  i)  en  fonction  linéaiiv  lionio- 
gène  de  v  et  de  ses  (p  —  ')  premières  dérivées.  Ces  expressions,  por- 
tées dans  l'équation  (3-),  la  vérifieront  icicntiqitrmeut ,  quelles  (|nc 

soient 

du       d- a  d"''ht   ' 


u, 


dx        dx'-  dx"-'' 

dv^       (£_v  di'-^  y 

TÎjc'      dp-'      ■■■'      d.ri'-'  ' 


De  là  un  moyen  de  reconnaître  si  une  équation  dilTérenticlle  d'oidn-  y. 
homogène  et  de  degré/;  par  rapport  à  y  et  à  ses  dérivées,  admet  une 


intégrale  générale  de  la  forme 


y 


C,  £<,  H-  Gj  «2  -H  •  ■  •  -t-  '  •»  "h 


G,  (', -(- G,  (•.> -H  ■  ■ . -i- G,,  l'p 
On  aura  d'a])ord 

q  =:  n  ^ p  —  i ,  n  =  q  —  ( p  —  \), 

ce  qui  exige  y  >/j  —  r.  Le  nombre  ii  étant  ainsi  détcrmim'',  ou  lera 

y=  -,  et  il  faudra  que  l'équation  transformée  soit  iiomogène  el   de 

degré  n  en  v.  l'infin  il  restera  à  essayer  si  l'on  peut  trouver  des  l'ourlions 
de  .r,  a,,  a.,  . . .,  a„,  p,,  |3.,  . . .,  ^^  telles,  qu'en  faisant 


d"  u  d"-^ii  d"--u 

• —  'y    -I—  y    

dx"  '  dx--'  -dx"-- 

dP  V        n    d''-'v        r,    di'--v 


dx"  -='.;zi^  +  ==^;7:^+----^-^""' 


l'équalion  en  -  soit  vérifiée  idenliqueuient,  ipu'Ues  ijue  soii'ul 


du        d- u  d"^' u 

dv        d-v  di'-'v 

'''    di'  d:^'    '"'   ThJ^'' 
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20.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  fasse 


C^i)) 


C,  «,  H-  C,  «2 

G,i'i -h  G,!'., 


l'équation  en  y  ^=  -  sera  alors  du  troisième  ordre 


rv') 


dx 
d-  in\ 

d'in\ 
d.r' 


dx 

d-  iH'i 
dx'- 

d''  iH'.} 
dx' 


17/, 

dx 

d-  yUf 

dx' 


l7/._; 

(/rti.2 
dx 

d-('ii<, 
dx- 

d'i-iin 
dx' 


=  o. 


liomoyène  et  du  second  degré  par  rapport  à  la  fonction  u  et  à  ses  dé- 
rivées, et  par  rapport  à  la  fonction  r  et  à  ses  dérivées. 

Si  l'on  fait  i'  =  i,  u^y,  on  vérifie  immédiatement  que  la  plus 
haute  dérivée  j'"'  figure  au  premier  degré  dans  l'équation  différentielle, 
(jue  le  terme  en  y'" y"  a  un  coefficient  nul,  et  que  le  terme  en  y'" y'  a 
pour  coefficient 

(e.c-',  —  (',('!,)(»,;/,  —  ii,u\), 

expression  différente  de  zéro,  car  les  fonctions  i\  et  i\,  sont  linéaire- 
ment indépendantes,  u^  et  «,  également.  L'écjuation  différentielle  est 
donc  de  la  forme 


(  \  1  ) 


I  y"'{ay'  +  by)  -t-  «„,>'"'  +  a. y'-  +  a,y- 


2  h^  y  y"  -f-  -1  h^_y"y  -h  i  f>.,yy'  =  o. 


La  transformée  en  - ,  obtenue  en  faisant  u  ^  i ,  doit  être  de  la  même 
forme.  Si  l'on  a  une  équation  du  troisième  ordre  de  la  forme  (40  leUf 
ipie  la  transformée  en  -  soit  de  la  même  forme,  pour  voir  si  son  inté- 
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graie  générale  est 


(39)  .  y: 


C,  (/,  -h  C,  (?., 


G,C|  +  G2C2 
(Ml  posera  y  =  -  et  l'on  cherchera  à  vérifier  l'équalion  proposée  en  fai- 


sant 


Pour  (luc  rinlégrale  générale  soit  de  la  forme  (  3f)),  il  fant  et  il  suflil 
(jue,  pour  des  déterminations  convenables  de  a,,  a,,  |B,,  p.,  les  expres- 
sions précédentes  de  if,  u\  v",  v'"  vérifient  Téqualion  en  ",  quelles  .pic 
soient  u,  c,  i/',  v'. 

On  peut  ramener  les  équations  du  troisième  ordre  el  du  second 
degré  du  type  (41)  à  une  forme  réduite,  dans  laquelle  (^  et  ù,  seront 
nuls;  les  coefficients  restants  sont  alors  des  im'arianis  absolus.  L'appli- 
cation de  la  méthode  précédente  fournirait  les  relations  nécessaires  et 
suffisantes  qui  lient  ces  invariants  lorsque  rintégrale  générale  de  l'é- 
quation est  de  la  forme  (Sq). 

21.  On  pourrait  plus  généralement  chercher  un  caractère  distinctif 
des  équations  dont  l'intégrale  générale  serait  de  la  forme 

_  C,  (/, -I- G,  «, -I- . . .  +  C«  (0, 
•^        G,r,  +  G,e2+.-.+  G,,r/ 

les  constantes  C,,  C,,  ...,  C„,  G,,  G,,  ...,  G^,  étant  liées  par  m  rela- 
tions homogènes.  Dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  ne  dépendrait  plus 
que  de  (n -+- p  —  i  —  m)  constantes  arbitraires,  et  l'équation  difi~éren- 
tielle  serait  d'ordre  (n-hp  -  i  -  m).  Mais  nous  laissons  pour  une 
autre  occasion  cette  étude,  qui  donnera  une  extension  importante  au 
théorème  que  nous  avons  eu  l'honneur  de  présenter  à  l'Académie  des 
Sciences  dans  la  séance  du  19  novemlire  1888. 
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S//r  le  (lévi'luppemcjit  de   \o'^V(^(i) 
Pau  m.  T -J.  STIELTJES. 


Le  but  principal  de  ce  travail  est  de  donner  une  nouvelle  déduction 
de  la  formule  (formule  de  Stirling) 

logT(V/)  =  {a  —  ^)log'«  —  a  -l-^log-(2-) 
I!,  £5.,  B, 

\.ia         3.4«''         5.6rt'' 

et  de  faire  ressortir  que  le  second  membre  représente  asymptotique- 
ment  la  valeur  de  logT(a)  (dans  un  sens  que  nous  préciserons  plus 
loin),  même  dans  le  cas  où  la  valeur  de  a  est  imaginaire,  la  partie  réelle 
de  a  étant  négative. 

Les  intégrales  définies  cjue  l'on  a  jusqu'ici  introduites  dans  cette 
théoiie  présentent  toutes  cette  particularité  qu'elles  ne  sont  valables 
qu'en  supposant  la  partie  réelle  de  «positive  et  ne  conviennent  donc 
pas  à  notre  but. 

1.  Il  n'entre  pas  dans  nos  intentions  de  reprendrr  toute  la  théorie 
de  la  fonction  F;  mais,  pour  mieux  caractériser  notre  point  de  vue,  il 
semble  convenable  de  donner  une  déduction  rayiide  de  toutes  les  for- 
mules dont  nous  aurons  besoin. 

Nous  adopterons  comme  définition  cette  formule 

(r)  V(a)  =  lim ','''" '^'' ~'^ ;  «"         ( "  =  ^  h 

Journ.  de  Math.  (')'  série),  lome  V.  —  Fnsc.  IV,  iSSg.  3^ 
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(Foù  l'on  oonclul  immédiatement 

(2)  T(a-hi)  =  aT{a) 

et 

r(.).-=i,      r(/0  =  i.2.3...(»-i). 

Par  conséquent,  la  formule  (i)  peut  s'écrire 


T(a)  =  hm  „,  n"  (?>  =  y:). 


(jour 


Une  autre  propriété  qui  découle  immédiatement  de  la  définition 
adopt(^e  est  celle-ci 

CO  r(«)r(,-.)  =  ^^. 

Des  formules  (2)  et  (l\)  on  déduil  encore 

V(a)r(-a) 


a  sin  (-a) 

^  -  ^  -  C0S(7:rt) 

l{enq)laçons  ici  a  par  ni,  u  étant  réel;  on  en  conclura 


(5) 


modr(«0  =  t/      ,    _„       ;r— 


2.  \ous  avons  à  considérer  maintenant  la  fonction  logr(a).  C'est 
là  une  fonction  qui  n'est  pas  uniforme  comme  l'était  T(a).  Mais  il  suf- 
lira  (le  considérer  une  branche  particulière  de  lo^T(«),  cl,  pour  la 
préciser,  nous  supposerons  d'abord  que  logr(c/)  est  réel  lorsque  (t  est 
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réel  et  positif.  Ensuite  nous  limiterons  la  marche  de  la  variable  par  la 
condition  qu'elle  ne  traversera  jamais  la  partie  négative  de  Taxe  des 
abscisses  :  nous  avons  ainsi  une  coupure  de  o  à  —  •»  .  De  celte  façon, 
logr(a)  a  une  valeur  unique  et  bien  déterminée  dans  tout  le  plan,  à 
l'exception  des  points  de  la  coupure. 

Pour  ces  points  particuliers,  logr(rt)  a  deux  valeurs  selon  que  Ton 
arrive  à  un  tel  point  par  un  chemin  tracé  dans  la  moitié  supérieure  ou 
inférieure  du  plan.  L'axe  des  abscisses  divise  le  plan  en  deux  parties  : 
nous  désignons  ici  par  moitié  supérieure  du  plan  cette  partie  on  se 
trouve  le  point  -+-  i.  La  notation 

logf(a),     logf(«) 

servira  à  distinguer  les  deux  valeurs  de  logr(rt)  aux  bords  de  la  cou- 
pure. Il  est  clair  que  la  fonction  logr(a),  telle  que  nous  venons  de  la 
défuiir,  prend  des  valeurs  conjuguées  pour  d(;ux  valeurs  de  a  qui  sont 
conjuguées.  Par  conséquent,  la  diiTérencc 

logf(a)-logr(a) 

sera  purement  imaginaire.  Il  est  facile  d'obtenir  cette  différence.  \ii\ 
supposant 

a  =  -n  +  l  (o<ç<i), 

Il  étant  entier  et  positif,  la  définition  de  T{a)  permet  de  conclure  im- 
médiatement 

+  — 

(G)  logr(a)  —  logr(o)  —  —  2-/  X  II. 

5.  Considérons  de  même  la  fonction  log«  en  limitant  la  marche  de 
la  variable  comme  dans  le  cas  de  Iogr(«)  :  on  a 

-f-  — 

loga  —  loga  =  -\-  itJ, 

donc 

(7)  {a  —  -j)Ioga—  (a  — ^)loga  —  —  2-i[it  -+■-,  —  -]■ 
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Posons 

logT(«)  -  (a  -  i)loga  =/(«), 
(III  aura 

(8)  fCa)-f(a)^-^Td[{-\]. 

(  )n  voit  quo  celle  différence  csl  indépendante  de  //,  el  se  rcproduil 
ainsi  périodiqucmenl  le  long  de  la  coupure. 

Dclinissons  mainlenanl  une  fonction  d'une  variable  réelle  x  ainsi 


P(x-)  =  ^-.x-  (o<.r<T), 

?(.,■  + i)  =  P(^.)> 


^9) 

el posons 

(ro)  J(«)=  r^^^dx. 

^       '  ^     ■'       J^     X -h  a 

Nous  définissons  ainsi  une  fonction  qui  exisle  dans  lonl  le  plan,  mais 
qui  admel  comme  coupure  la  partie  négative  de  Taxe  des  abscisses. 

La  différence  des  valeurs  de  J(«)  aux  deux  bords  de  la  coupure 
s'o!)tienl  innnédialemcnt  à  l'aide  de  la  formule  de  M.  Hermite  (Jour- 
iKil  (Je  Borchardl,  t.  91 ,  p.  G,j) 

(m)  J(;)-J(«)  =  27r/f^-^|. 

L'inspection  des  formules  (8)  cl  (i  i)  conduit  à  considérer  la  diffé- 
rence /■(  a  )  —  ,1  { c/  )  ;  posons  donc 

(i2)  o{a)  =  logr(a)  -  ^a  -  \)\o^a  -.J(«); 

on  aura 

-(-  — 

9(«)-9(a)  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  fonction  o{n)  est  uniforme  dans  le  vrai  sens  du  mot, 
sans  limiter  la  marche  de  la  variable.  Il  est  facile  à  voir  aussi  quc'^(«) 
reste  toujours  finie  et  est,  par  conséquent,  liolomor}ihe  dans  tout  le  plan. 
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Mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'insister  sur  ce  point,  car  nous  allons  \oii 
([u'on  obtient  facilement  l'expression  explicite  de  cette  fonction  '^(a). 

i.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'étudier  d'abord  la  fonclioii  ,\{a). 
Si  l'ou  écrit 

on  a,  d'après  la  définition  de  P(x), 
c'est-à-dire 

o'o     j(.)=i[(.-^.-..)io,(^i±iifi)-n, 

et  il  est  clair  qu'on  a 

(,5)  J(rt)- J(« +,)  =  (« +  ^^)lo< 

L'équation  (i4)  peut  donc  s'écrire 

•'(«)  =  2[J(«  +  ")  -  J(«-l-  //  +  I)]. 
donc 

(l^)  liui  J(«  4- «)  =  o  (//  =  y^'). 

o.   Les  formules  (i.i))  et  (iG)  nous  permettent  de  reconiuiilre  sans 
difficulté  la  nature  de  la  fonction  cp(«).  iMieflet,  nous  calculons  d'aboi-d 

?("  +  I)  -  9(^0 

=  log«  -  {"  -+■  i)  log-(a  -I-  i)  -+-  (a  -  I)  log'rt  -.1(^+1)  +  .J(«  ). 

c'est-à-dire,  d'après  (i5), 

'i(a  H-  i)  —  o{a)  =  —  I. 
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I  )onc,  si  nous  posons 


(■  (^sl  -a-difc 


(17)  ■\^(a)  =  lo-  r(  a)  —  (a  -  i)  logrt  +  r/  -  .)  (a), 

la  l'onflion  ■\'(a)  admettra  la  période  i 

•K« +  0  =  ■!(«)• 

Soil  //  un  entier  positif,  on  aura 

■l((-i  -h  II)  "  ■\(n) 

—  \o'j^V(a  -{-  II)  ~  log  r(/^)  —  {a  -h  II  —  y)  log-(rt  +  //) 
-f-  (Il  —  i)log/?,  -+-  a  —  .](a  -+-  II)  -f-  .T(/?.). 

l'aisons  croître  indélinimont  l'entier  11,  à  cause  de  la  périodicih'  de 
la  l'onclioii  'j*,  le  premier  membre  ne  varie  pas  et  reste  égal  à 

Pour  avoir  la  limite  du  second  membre,  il  suffit  de  remarquer  que, 
(Taiirès  (3), 

lim[logr(a  -i-  II)  —  logr(//)  —  a  log// 1  =  o         (11  =  x) 

et,  d'après  (16), 

lim  J(«  +  //  )  =  lim  J(//)  =  o  (//  =  oc). 

On  obtient  ainsi 

La  fonction  '^  se  réduit  donc  à  une  constante  que  nous  désignerons 
par  (  ;,  et  nous  obtenons  ainsi 

(18)  iogr(«)  =  (a-^)iog«-«  +  (:  + J(«). 

a.   Il  nous  reste  à  obtenir  la  valeur  de  la  constante  C. 
Remar([uons  d'abord  que  la  valeur  do  C  est  évidemment  réelle.  Ola 
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(Hanl,  remplaçons,  dans  la  fornuile  (18),  a  par  ///,  u  (ianl  rrel  cl  [id- 
sitif,  el  faisons  croîlre  indéfiniment  u.  C  étanl  réel,  on  pourra  né^liiicr 
la  pari  le  puremeiil  imaginaire,  el  Ton  aura 

C  =  lim.  partie  réelle  de  [logT(w/)  —  {^ui  —  ^)log(///)  —  ,1  (  ui)\. 

Or  nous  verrons  bientôt  que 

(19)  lim  J(w/)  =  o, 
et,  d'autre  part,  on  a 

p.  r.  (///  —  i)log(M/)  =  p.  r.(in  —  i)(log«  +  -  m  =  —  ;,  log//  —  ~ 
et,  d'après  la  formule  (5), 

p.  r.  logr(w/)  =  rllog(2-)  —  ^log;/  -  ^log(('™—  .'-'^"); 

donc 

C  =  lim  i log(2-)  —  i  log(  I  -  c--""')  =  '^ log(  2-  ) 

el,  définitivement, 

(20)  logT(a)  =  (a  —  j)logrt  —  a  +  ',  log(  2-)  +  .!(  «). 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir  et  qui  servira  d(>  point  de 
départ  à  notre  déduction  du  développement  de  logr(«).  ]<]lle  ne  se 
distingue  de  la  formule  qu'on  emploie  ordinairement  dans  ce  hul  (juc 
par  la  forme  sous  laquelle  s'est  présentée  la  foncliou  ■^(/')- 

En  effet,  la  formule  (ro) 


est  valable  dans  tout  le  plan  et  admet  seulement  comme  cou[)ure  la 
partie  négative  de  l'axe  des  abscisses,  tandis  (pie  les  formules  de  Hinet 


(-)  J(«>=,(  (^-^-i -;)=-'<'■'■■ 


supposent  essentiellement  que  la  partie  réelle  de  a  soil  positive. 
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('-rll<_'  formule  (lo)  est  due  à  M.  Bourguel  qui  Ta  oljlemic  sous  une 
t'onue  légèremcul  différcnle  daus  un  travail  inédit,  mais  dont  nous 
avons  eu  connaissance. 

M.  Hourj^uet  obtient,  en  efl'et,  une  formule  qui,  après  un  change- 
ment de  variable,  peut  s'écrire 


Ho)^±f 


dx      sin3/(7T.r 


j:  .-¥  a         II  T. 
1      " 


el,  comme  on  a,  ])Our  toute  valeur  réelle  de  a-. 


sina/iTt.r 


la  iclation  avec  la  formule  (lo)  est  évidente. 

7.  I.a  formule  (i6)  montre  ([uc  J(«)  tend  vers  zéro  lorsque  a  croît 
indéliniment  d'une  certaine  manière. 

Il  est  important  de  généraliser  ce  résultat.  Pour  cela,  reprenons  la 
furnude  (i  3) 


,  1 
a  ■ 
et  lemarquons  que 


j(«)  =  y  r'  '  -^  dx, 


—  dx 

X 


f  ^~^  dx  =  r  ^~^  dx  +  f  -^—^ 

=  /    — -  ~'^ —  dx  —   I    ~ dx  ; 

J     a  -h  n  -h  X  ^/|,    a  -h  n  ^  I  —  .r 


«loue 


(.0    Ha)  =  ±f\^--){^ 


X         n  -\-  n  +  i  —  X 


dx 


DU 


(2.^)        j(«)=yr'i — — 


1{\~  xydx 


(ri  -h  n  -h  x)(a  -i-  /i  H-  i  —  x ) 

0 
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Supposons  crabord  a  réel  et  positif,  J(a)  l'est  aussi,  et,  à  cause  de 

(a  -^-  n  -\-  x)(a  +  /<  +  !  —  x)  =  (a  -h  n)(a  +  n  -\-  i)  -+-  x(  i  —  .r), 
on  aura 

■       "^^J^    {a  +  II) {a -\- Il  +  i)         12  ^  («  H- 7i)(rt -t- «  H- I)' 
J(«)<  --^• 

^      ^    ^    I2« 

Prenons  maintenant,  dans  la  formule  (25), 

R  étant  positif,  et  l'argument  0  compris  entre  les  limites  ±  n.  Il  vi(Mulia 
évidemment 

2(1  —  xY  dx 


modJ(Re'°)<y  r . 


-f- j")(Rc'"+  /(  ^-  1  —  .r) 


iNous  remarquons  ici  que  //  +  x  cl  n  -h  \  —  x  sont  réels  et  [)osilifs. 
Or,  b  étant  réel  et  positif,  on  a 


mod(Rp'«+  h)  =  VCR  +  /')-  cos-;,0  +  (H  -  />)'  sin-^O, 
mod(R(''«+  /,)  X  U  +  l>)  cos^O, 


donc 


„iodj(R.'«)<-^y  r„, — ^^i--)'d- — 

^  ^^cos-iO^J^    (H -t-« +.r)(R  H-« +  1  — .. 

c'est-à-dire 

inodJ(Rr'«)<  — Vt7J(R) 

et,  à  plus  forte  raison. 


(26)  modJ(Rg''')<      .,  '    ,,   • 

Jourri.  de  Math.  (4'  série),  tome  V.  —   Fasc.  I\',   iSS().  ■TO 
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On  voit  par  là  que,  lorsque  a  croît  indcfinimenl,  J(a)  tend,  en 
général,  vers  zéro.  Il  ne  pourrait  y  avoir  exception  que  dans  le  cas  où 
l'arti'ument  0  tendrait  en  même  temps  vers  la  limite  4-  -  ou  vers  —  tï. 
La  formule  (iq)  que  nous  avons  admise  provisoirement  est  aussi  une 
conséquence  immédiate  de  la  limitation  que  nous  venons  d'obtenir. 

8.  Considérons  maintenant  le  développement  de  J(a)  suivant  les 
puissances  descendantes  de  a.  Si,  dans  la  formule  (10),  nous  rempla- 
çons P(.r)  par  son  développement  en  série  trigonométrique  (23),  on 
aura 


et,  en  inléi.;ranl  par  [)arlies  ik  —  1  ou  2/1'  fois,  on  obtient 

(27)  lia)  =.  --^  -  J^  +.  .  .-f-  (  -  ,y-'  — ''^"       ^^   ,  +  J,(a), 

^       '^  '  1.2(7  3.4«  (2A'  —  t)(2/f)a^''     '  «^       /' 

[f   terme   complémentaire  Ja(«)   se  présentant  sous  l'une  des  deux 
formes  suivantes  : 


I       ,  ,  -       j  ■     /  'Vl      C0S2WKX 

.);,(«;  =  (-!/...  2... (2/.-   -i;jf^  23.A-.(,,^)./. 


^/.; 


^    sin2rt'it.r 

2d  2^''{nr.y'-  + 


{.r~a)-" 


Les  nombres  de  BernouUi  s'introduisent  dans  la  formule  (■i']),  par 
suite  de  la  relation 


^■^■■■{■^1^)^^  =  --''   '^^^1^. 


osons 


,,  i  ,  ,,  v^     sin  2«T.r 

\\lX  )  =  (  —   1  )\  1  .  2.  .  .(  2/1      >    -rr^ -n—, 


on  a  évidemment 


P,(x4-l)  =  P,(â-), 
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Cl  la  seconde  des  formules  (28)  peut  s'écrire 
OU  encore 

Si  Ton  remarque  cjue 
on  déduit  facilement  de  (3o)  celle  formule 


(■ji)  j,(a)=  f'p,(x)y 

"'a 


[a  +  Il  +  .r)2''+i         {^a  -\-  Il  +  \  —  j.-) 


dx. 


Ces  diverses  formules  présenlenl  la  plus  grande  analogie  avec  les  for- 
mules (10),  (i3),  (24).  Il  fan l  remarquer,  en  eifet,  que,  dans  Finl(M-- 
valle  G  < .?:  <  I ,  P^(a;)  est  un  polynôme  du  degré  2  A"  -+-  t  en  .1:  doni 
l'expression  est  bien  connue. 

Il  est  clair  aussi  que 

h{a)-i,(a  +  ^)=f^'^-^±^^dx-, 

la  valeur  explicite  de  celle  différence  se  déduil  des  formules  (27)  cl 
(.5). 

î).  Nous  allons  chercher  maintenant  une  limite  supérieure  pour  le 
module  de  J^(Rc'^ ).  La  première  des  formules  (28  )  conduit  facilemeni 
au  but  :  il  suffit  de  remarquer  que 

^    cos2«7t.r     ^1.1.  ..{ik  —  I  )  v;i     1  15/ 


et 


(..!■        ,\V    cos^»^-g     ^  1.2.  ..(2^-  — I)  ■y,     I     _   15/ 

1 

mod(.r  +  R^-'^  )  >  (,/;  +  R)  cos  ^J 
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pour  ohlenir  immédiatement 

(32)  modJ.(Re'r)  <  ^-^^_ËL__(séc^O  )^^ 

Pour  oljteiiir  une  autre  limitation,  nous  déduisons  de  la  seconde  des 
formules  (28  )  par  une  intégration  par  parties 

(33)  .!,(«)  =  (-,/... 2.. .(2A-  +  ,,)j    i:,....(,,p..(,,^,)....; 
doù  Ion  C(jnclut 


1  1    /Il    /e\    ^  1.2.  .  .(2/,  +  i)    r' V"    1  — cos2«-.r 
mod.1,(h.'^)<     .,,.,,^..      I    lï^^TTTTTin^ 


1 
c'esl-à-dirc 

'"•''•  J^^^^''>  <  (co^O)^^^^  mod  J,(R). 

Mais,  lorsque  a  est  réel  et  positif  =  R,  la  formula  (IT)  monlro  (pu 
J/,(R)  a  le  signe  de  (—  i  )*,  et,  à  eause  de 

j.(R)-j...(R)=^J;;;;f;r;,^^^, 

J;i(R)  et  J;;_^|  ( R)  ayant  signe  contraire,  il  est  clair  que 


mod  J,  f  R  )<  — %tL '     , 

-    ^  (2/,  +  l)(2/i-  -h  2)  R-*+' 


donc 


(3A)  modJ,(R.'0)<^^^^;^^^^_^^^  (121g!::. 

Poui-  A  =  o,  on  retrouve  la  limitation  (2G). 

On  voit  (pie,  R  croissant  indéfiniment  tandis  que  rargumeiit  0  reste 
constant,  on  a 

limirJ,(Re'«)  =  o, 

tant  que  le  nombre  fixe  a  est  inférieur  à  ik  4-  i. 


suit    LE    DÉVELOPPEMENT    DE    lo;j;r(r/).  4'^7 

10.  Soit  /(  -)  une  fonclion  uniforme  dans  cette  partie  du  [ilan  où  la 
partie  réelle  de  :;  est  >o.  Supposons  de  plus  que/(r)  n'ait  ni  pôles  ni 
points  singuliers  essentiels  dans  ce  domaine.  Alors  ou  aura,  la  jiarlie 
réelle  de  a  étant  positive, 


(35)  f{a)^—.\'^^^dz. 


l'intégrale  étant  prise  sur  un  contour  C  se  composant  de  la  partie  lic 
Taxe  imaginaire  de  —  lii  à  -h  Ri  et  du  demi-cercle  obtenu  en  faisaul 

varier  0  de  -f-  -  à dans  rexprcssion  z  =  Rf'^.  ()n  doit  supposer  ici 

que  le  rayon  R  soit  assez  grand  pour  que  le  point  a  soit  compris  à  l'in- 
térieur de  C  Le  point  —  a  étant  évidemment  en  dehors  de  C,  ou  a 

(36)  o=-L.rAil,/. 

et,  par  suite, 

Supposons  qu'on  ait 


(38)   lim  /  mod ^p- dz  =  lim j^„  f  moà f{z) dz  =  o,  H  -= 


^; 


l'intégrale  étant  jîrise  sur  le  demi-cercle  de  rayon  II,  la  f(n'mule  (3-  ) 
donnera,  en  faisant  croître  indéfiniment  R, 

/■(«)  =  i-.  r   u^dz  =  '- 1  'U^, du, 

la  variable  u  parcourant  les  valeurs  réelles  de  —  ce  à  -r  --c. 

Dans  le  cas  où  la  fonction /(:;)  prend  des  valeurs  conjuguées  pour 
des  valeurs  conjuguées  de  la  variable,  cette  formule  se  simplifie  encore, 
et,  en  posant 

(39)  /("')  =  •^v>  +  u;,/. 
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ôii  aura 

(4o)  f(a)='-  r  ^^^du. 

^  '    ■  ■'         ''         T.  J ^     a- -\-  u- 

\jvs  formules  ('35)  el  (3G)  donnenl  encore,  par  souslracliou, 

d'où  l'on  déduira  iiai-  un  raisonnement  semblable 

mais  ici  il  faudra  remplacer  la  condilion  (38)  par  celle-ci, 

(  V-i)  liai  Tmod  ^  dz  =  lim  i  fmoàf{z)  dz  =  o,  R  = 


^, 


l'intégrale  étant  prise  encore  sur  le  demi-cercle  de  rayon  R. 

Les  formules  (/|o)  et  (4i)  montrent  comment  on  peut  calculer  (sous 
certaines  conditions)  la  valeur  de 

fia)     paitie  réelle  de     «  >  o, 

eu  connaissant  seulement  soit  la  partie  réelle,  soit  la  partie  purement 
imaginaire  def(ui).  Elles  présentent  une  certaine  analogie  avec  la 
formule  qui  permet  de  calculer  la  valeur  d'une  fonction  u  de  deux 
variables  réelles  satisfaisant  à 

0^11        d- Il 
à.i-         <)}- 

eu  tout  point  à  l'intérieiu-  d'un  cercle,  si  l'on  connaît  la  valeur  de  a  sur 
le  contovu"  du  cercle. 

La  fonction /(3)  =  logr  satisfait  à  la  condition  (38)  :  toutefois  elle 
devient  infinie  pour  :;  =  o;  mais,  l'intégrale  (jui  figure  dans  la  for- 
mule (4o)  conservant  un  sens,  il  est   facile  de  voir  que  cette  formule 


SUR    LE    DÉVELOPPEMENT    DE    loi^Tta).  4^9 

reste  upplicablo  dans  ce  cas.  Il  en  sera  de  même  de  la  loiiclioii  J(^), 
(|ui  satisfait  évidemment  à  la  condition  (38)  d'après  la  limitation  (2G), 
la  circonstance  que,  pour  z  =  o,  J(:;) devient  infini  comme  logr  n'em- 
pêchant pas  la  formule  (4o)  de  rester  applica])le.  A  l'aide  des  for- 
mules (20)  et  (5),  on  trouve,  dans  ce  cas. 


loue 


C'est  la  formule  de  Binet,  que  nous  avons  rappeh'-c  plus  liant  (22). 

11.   Pour  montrer  une  autre  application  de  la  formule  (4o)-  nous 
considérons  la  fonction 

T{z  +  b)T(z-hi  -  h), 

h  étant  une  quantité  réelle,  et  nous  remarquons  que  le  module  de  cette 
fonction  pour  z  =  lu  {u  étant  réel)  s'exprime  par  les  fondions  élé- 
mentaires. En  cfîet,  ce  module  est  égal  à 

^r(b  ^-  iu)  r{b-  iu)T(i  -  h -h  iii  )  T{  \~h-  iu)\ 
mais 

Y(b  -^  iu)T(i  -  b—  lu)  =  -. — -^ ^ , 

r(i^  -  iu)V(i  —  b  -¥-  ht)=^  -. — j^ — ^, 

doù  l'on  conclut  la  valeur  du  module 


Cela  étant,  on  s'assure  facilement  que  l'on  peut  prendre  dans  la  for- 
mule Cl*') 

/•(.)  =  ilo-î^^^^^^^l^^^^tLzA)  _llo.-: 
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mais  il  csl  clair  (juil  laiulra  supposer 

pour  ([ue  la  fonclion  /{:■)  rcsle  finie  lanl  que  la  partie  réelle  de  z  est 
posilive.  En  effet,  en  inlroduisanl  la  fonction  .T(^),  on  voit  que/(;) 
tend  vers  zéro  lorscjue  :;  croît  indétininient  (la  partie  réelle  de  j  restant 
toujours  ^o),  en  sorte  que  la  condition  (38)  se  trouve  satisfaite.  Un 
calcul  facile  donne  d'ailleurs  ,^^. 


.1,  =-ilog- 


e-'^"  +  e-'^'!'"  —  2  cos2b~ 


donc 

('.3) 


(e" 


7,102  — 


V(a)r(a) 
=  :  lo^-rt /        -;- 


du 


loi 


2  CI1S2  ^~ 


{e-' 


(oib<i). 
l'I.   Il  est  clair  ipie  la  fonction 


loi 


(gît» 


,)-2 


reste  toujours  positive;  en  écrivant  donc 


a-  ^11-         a         Cl  ' 


^- _i-(_.  ly-'i: hT-iV" 


a'"'-^{a'-+  II') 


et  supposant  a  réel  et  positif,  on  obtiendra  pour  Tintégrale  qui  ligure 
au  second  membre  de  (^3)  un  développement  suivant  les  puissances 
descendantes  de  «,  qui  jouira  exactement  des  mêmes  propriétés  que  la 
série  de  Stirling. 

Nous  écrivons  ce  dc'velopptMneut  ainsi 


T.  lot;' -^ ,.     ,  ., ~  r,  \oira  -+-  ''^    '  -i-  ^i^ 


6) 
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en  posant 


rA/. 


La  fonclion  cp.J„^_|(/')  n'est  autre  chose  que  le  polyiiùme  de  Ber- 
noulli,  qu'on  peut  définir,  soit  par  le  développement 


r .  o, .  .  .  /,         ■  ■  ■  ' 
soit  par  la  condition  que,  pour  h  entier  et  positif, 

La  formule  (45)  montre  clairement  que  Ç2„+((7')  a  constamment  le 
signe  de  ( —  i)"^'  dans  l'intervalle  (o,  i),  et  est  croissante  dans  linler- 
valle  (o,  ^),  tandis  que 

?i«M(l    -    ^}   =    ?2«m(^)- 

C'est  à  M.  Hermite  qu'est  due  l'idée  de  faire  dépendre  les  propriétés 
des  polynômes  de  BernouUi  de  leurs  expressions  par  des  intégrales 
définies.  La  formule  cju'il  a  obtenue  dans  le  tome  79  du  Journal  dr 
Borchardt 

u-"+'-  du 


u  _i_  ^— 27Ï» 


—  2  C0S2  0- 


ç,„,.  (b)  =  (-  I)-'  4  sin^  br.f'^  {Çir^.)  ^ 

se  déduit  de  (45)  par  une  intégration  par  parties. 
Nous  remarquons  encore  que  la  série  infinie 

a  3  a'  5a° 

est  divergente.  C'est  là  une  conséquence  de  ce  fait,  facile  à  démontrer, 
qu'en  posant 

c„=  f"  u"/(u)du, 

Journ.  de  Math.  ('^'  série),  loine  V.  —  Fasc.   IV,  1889.  ^^ 
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f(u)  étant  une  fonction  qui  reste  toujours  positive,  on  a 


t  1  C.)  c,. 


lini  L^  =  +  ^. 


13.  (Considérons  maintenant  la  fonction 

/;  étant  une  quantité  réelle;  nous  remarquons  que  l'on  obtient  faci- 
lement (à  un  multiple  de  ti  près)  l'argument  de  cette  fonction  dans  le 
cas  où  :;  =  ui.  En  efl'ct,  soit 

r  (  6  +  in  )     _     „,  v{b  —  iu)     _      „ 


r(,  _/>  +  ,„)  '        r(i  — 6  — j«) 

donc 

r(b  +  iii)V{i  —  b  —  iu)  _  ^^2a, 
Y (b  —  iu)  V {\  —  b  +  iu) 

c'est-à-dire 

,(j,  _  siiTiT(Z<  —  iu) 


simr(6  -t-  iu) 
On  voit  ([ue  a  est  égal  à  l'argument  de 

f.i\\T.(b  —  m)  =  sin />•::( ^ j  —  ?  cosô-iil 1- 

Supposons  o  <  A  <  I,  en  sorte  que  sin^u  est  positif,  on  aura 

l'arc  lang  étant  pris  entre  ±  -;  l'entier  A' est  nul  si  l'on  veut  rpiea  s'ari 
nule  en  même  temps  que  u. 


sin   LE  DÉVELOPPEMENT  DE  IngT(a).  !\[\'5 

Cela  étant,  posons 

(Jaiis  la  formule  (4i)-  On  volt  facilement  que  sur  le  demi-cercle  de 
rayon  R  le  module  de/(-)  devient  très  petit  et  s'annule  pour  R  =  co: 
donc  la  condition  (42)  se  trouve  satisfaite.  Un  calcul  facilr  douue 
ensuite 

2DÎ,  =  (i  -  Z»)-  -  arct.angQ^||~^,^"cot^>^), 
ou, 

aO,  =  i  arc  tan^    „-„       ,    ■    ,    > 

si  Ton  i-emarque  que 

(ïï  ~~  ^')'^-  —  arctang(cotA-), 
et,  par  conséquent, 

r,  102:  --^ Vr  ^={b  ~  ~ ioera 

i     r"    uda  r     ('--""  sin  (  5  ir)      "1 

/     — ; î  arc  tans  ^ — ^ is 

■kJ^     a- +  a-  °L(  —  e^-'^"  cos(2  6>-:i)J 

L'arc  tang  qui  figure  dans  cette  formule  ayant  un  signe  constant,  qui 
est  celui  de  sin(267r),  on  voit  que  l'on  peut  déduire  encore  de  cette 
formule  un  développement  en  série  qui  jouira  des  mêmes  propriétés 
que  la  série  de  Stirling 

(i|og-Ii^L:±^=(Z,_i)loga 

(  2a'  ka'         '"        ika'^  ^^' 

où 

(k%)  ^        -  = I     tr    '  arctang — — ^  ,    ;        du. 


444        T.-.l.     STIELTJES.    —     SIR    LE    DEVELOPPEMENT    DE    logT(a). 

Ici  'f.,„{^')  <'sl  ^c  polynùiue  de  BcriioiiUi,  tel  que  nous  l'avons  dcMiui 
précédeiunient.  On  voit  ([ue 

Cl  que  dans  riulervalle  (o,  !,),  'j'2,i(f')  ^i  1'"  signe  de  (—  i)""'. 

l  i.  Ou  |)cut  se  convaincre  facilement  que  les  fonctions^  qui  figurent 
dans  les  formules  (44)»  (45),  (4?)  ^  (4^^)  sont  les  polynômes  de  Bcr- 
noulli.  En  effet,  la  somme  de  (44)  ^t  (47)  donne 

'•'  '        r((7)  '^  (7  ■2  a-  ôa^ 

i)v  supposons  b  enlier  et  positif;  ou  a 

6-1 

^^«  ^Kîl)'^  =  log«(a  +  I  ). .  .{a  -^h-i)=  h  logo  +  21  '^^'  (  '  +  !;) 


on 


log     ,.,    ,      -■=  o  logo  -+-> r,  +  ;r^— •■•» 

'^      l(a)  "  ^^  [a         la-         6  a?  \ 

1 

el  l'on  a  précisément 

A  -I 

2"'= 'M/')- 

I 

On  voit  aussi,  par  ce  raisonnement,  que,  lorsque  h  est  entier  et 
positif,  le  développement  (49)  est  convergent  sous  la  condition 

mod  fl  ^  A  —  I . 

De  même,  si  b  est  enlier  el  négatif,  on  verra  que  ce  dévelop[)ement 
est  converarent  sous  la  condition 

mod  a  ]>  —  }}. 

Mais,  pour  toute  autre  valeur  de  A,  la  série  ('jf))  est  toujours  diver- 
gente. 
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